UNIDADE 7 Geometria analitica

Capitulos
31. Geometria analitica:
ponto e refa

32. Geometria analitica:
circunferéncia -

33. Geometria analitica:
secgoes conicas

caipitulo

Introducdo

A Geometria analitica estd calcada na idéia de represen- -

far os pontos da reta por nimeros reais e os pontos do plano
por pares ordenados de némeros reais. Assim, as linhas no
plano (reta, circunferéncia, elipse, efc.) sdo descritas por
meio de equagdes. Com isso, é possivel tratar algebricamen-
fe muitas quesides geométricas, como fambém inferpretar de
forma geométrica algumas situacdes algébricas.

Essa integragdo entre Geometria e Algebra foi responsé-
vel por grandes progressos na Matemdtica e nas outras
ciéncias em geral.

O grande mentor dessa idéia foi René Descartes (1596
1650), filésofo e matemético francés que, embora licencia-
do em Direito, ao alistarse no exército de Mauricio de Nas-
sau, na Holanda, conheceu Isaac Beekman, médico holandés
que o estimulou a realizar pesquisas no campo da Fisica e

_da Matemdtica.

No campo da Matemdtica, Descartes escreveu la Geo-
métrie, na qual intfroduziu as bases da Geometria analitica,
como as idéias de eixos e de coordenadas que permitiram
traduzir um problema geométrico para a linguagem algébri-
ca e, reciprocamente, dar uma interprefagdo geométrica a
deferminadas equagdes.

Em Geometria analitica estudaremos vérias figuras (incluin-
do as que ndo representam funcéo) e suas propriedades geo-
métricas por meio de processos algébricos (equagdes, ine-
quagdes, sistemas, efc.). Para isso, algumas idéias estudadas
nos capitulos 2 e 3 serdo retomadas e aprofundadas e outras
serdo introduzidas.

Uma fungGo f: R — R, definida por fix) = ax + b (ou y =
= ax + b}, conaER e b €R, tem como gréfico uma refa
ndo-paralela ao eixo y.

Pela equacdo é possivel estudar propriedades dessa re-
fa, assim como, a partir de uma propriedade da reta, se
pode identificaruma equagéo.

Exemplos:

12) A reta de equagGo y = 3x + 7 é paralela  reta de equar-
¢Goy = 3x — 8.

22) Se a reta passa pela origem O[O, 0), entdo sua equacdo
édaformay = axouy =ax+ b, comb = 0.

Sistema cartesiano
ortogonal

@% Os nomes “coordenadas cartesianas” (estudadas no ca-

WA pitulo 2, pagina 40) e “sistema cartesiano orfogonal” de-
rivam de Renatus Cartesius, nome de Descartes em latim.
Fora da Matemdtica, cartesiano pode também ser usado
para designar uma pessoa metédica e sistemdtica em ex-
cesso, uma vez que as idéias filoséficas de Descartes pri-
mavam pela sisfematizacdo e pelo rigor racional.

Como vimos no capitulo 3, existe uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos de um plano e o conjunto dos pa-
res ordenados de nimeros reais, isto &, a cada ponto do pla-
no corresponde um Gnico par ordenado (x, y), e a cada par
ordenado (x, y) estd associado um Gnico ponto do plano. A
relag@o biunivoca ndo é Gnica, depende do sistema de eixos
ortogonais adotado.

Para estabelecer uma dessas correspondéncias biunivo-
cas sGo usados dois eixos orfogonais (eixo x e eixo y) que
formam o sistema cartesiano ortogonal. A interseccéo dos ei-
x0s x e y € o ponto O, chamado de origem do sistema.

Exemplo:
Ly

B

: 30

Y 4
2 2 ! X
-1 0 3
e
c; ------- -3

Ao par ordenado de nimeros reais:
® (0, 0) estd associado o ponto O (origem);
® (3, 2) estd associado o ponto A;
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® (=1, 4) estd associado o ponto B;
® (—2, —3) estd associado o ponto C;
® (2, — 1) esta associado o ponto D.

Considerando o ponto A(3, 2), dizemos que o nimero 3
é a coordenada x ou a abscissa do ponto A, e o nimero 2
é a coordenada y ou a ordenada do ponio A.

Observagdes:

1) Os eixos x e y chamamse eixos coordenados e dividem
o plano em quatro regides chamadas quadrantes, cuja
identificagéo é feita conforme a figura abaixo.

O sinal positivo ou negativo da abscissa e da ordenada
varia de acordo com o quadrante.

Ly

2¢ quadrante 12 quadrante
(_1 +) (+v +)

3¢ quadrante 4° quadrante

=-) (+-)

2) Se o ponto P perfence ao eixo x, suas coordenadas séo
(@, 0), coma ER. -

3) Se o ponio P pertence ao eixo'y, suas coordenadas sdo
(0, b), com b € R.

O ponto O(0, O) pertence aos dois eixos.

Observe a figura e determine os pontos, ou seja, dé suas

coordenadas:
2y
Tfime—— ?A
Clo --------------- 3 ;
s L S
-1 1 e
—4 i 0 2 5
- '
s e o
o6
al A b) B ¢l C d) D el E

Geometria analitica

Marque num sistema de coordenadas carfesianas orto-
gonais os pontos:

) N0, —4) .

o All, —2) ATENCAO!

b) D(O, 3) g) Cl4, 4) NAO ESCREVA NO LIVRO.
c) Q(3, —2) h) M(—4, O)

d) B(-3, 3) i) R(3,0)

el Pl—=1, =5)

No refangulo da figura, AB = 20 e BC = a. D& as
coordenadas dos vértices do refangulo.

y
D C

>

A ‘ B

Defermine quais sGo as coordenadas dos pontos perten-
centes & bissefriz dos quadrantes:
a) impares (12 e 39); b) pares (22 ¢ 49).

\. Sabendo que P(2m + 1, —3m — 4 pertence ao 32 qua-
drante, determine os possiveis valores reais de m.

1 Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos, A e B, a distancia entre eles, que
serd indicada por d(A, B), & a medida do segmento de extre-

midades A e B.

Exemplos:
°
19) o
LN
0 B ey
0 T 2883
dA,Bj=3-1=2
29) 1
y
S
gront |
LR R R S, A4 1) No 22 exem-
3 X plo foi usada
o T B a relagéo de
Pitégoras.

[dIA, B)? = 32 + 22 = d(A, B) = /T3

Férmula da disténcia
entre dois pontos

Podemos determinar uma expressao que indica a distancia
entre A e B, quaisquer que sejam Alx;, yi) e Blxg, ya).
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O friangulo ABC é reiangulo em C, logo podemos usar 22) Vamos demonstrar que o fridngulo com vértices
a relagdo de Pitagoras: | Al—2, 4), B(—5, 1) e C(=6, 5) é isbsceles.
Um frigngulo & isosceles quando tem dois lados con-
y gruentes (medidas iguais). Vamos calcular, entdo, as me-
‘ didas dos lados do triangulo ABC:
A figura ape- v
nas ilusira_o c
exercicio. Ela Ap el L e L L5
¢ dispensavel ! A
X ‘ na resolugdo. | Ao -4
E : 3
s e
| |\ Vstoue S
: 1 x
55 4 -3 2 {0
B

MM odA B = J-5+22+(1-4)7 = JO+9 =
S

A AX C
[dA, BIP = A< + A2 = d(A, B) = JAZ +4y2 = edA Q)= J=6+2PF+(5-4F° =
= Jxa = %)% + ly2 = y1)? | = (T6 T = JT7

edB C) = J-6+57+(5-172 = JT+16 =

Concluf tGo is 2
oncluimos, entdo, que a dis A Sl

tancia enfre dois pontos, A e B, ral obtida inde- L6 Wi
quaisquer do plano, tal que pende da locali- |
Alx;, y1) & Blxy, ), é dada por: z0gGo de AeB. Como d(A, C) = d(B, C), o frigngulo ABC & isésceles.
d(A, B = Jixo = xi)? + lya — y1)?
Exemplos: :\ el
19) Um ponto Pla, 2] é equidistante dos pontos A(3, 1] e " Calcule a distancia entre os pontos dados:
B(2, 4). Vamos calcular a abscissa do ponto P. a) A(3, 7) e B(1, 4) A
Como P & equidistante de A e B, devemos fer: i b) E(3, —1) e F(3, 5)
: 9 _5/60(0, 0] NAO ESCREVA NO LIVRO.
diPAl=dP Bl —ar+ (1 =27 = g 3 H-2, -5]e 5_
§ ] MO, =2) e N[5, —=2)
) e o GBS =
=2 e R 2 = A = | & PE -3leq-3,3
=J/2-aPf+4=>B-af+1=2-af+4= } fi C(—4, 0)eD(O, 3)
=0 —bat o +1=4—4a+ % +4=> A distancia do ponfo Ala, 1) ao ponto B(O, 2) é igual a
=—6a+4da=4+4-9-1= § 3. Calcule o valor da abscissa a.
= ;20 c_i_- ._2 >2o=2=a=1 Qual é a distancia do ponto Alcos @, sen a) ao ponto
Veriticanao: B(sen a, —cos a?
= e a1 ‘
=5 {d(P' # =Bl 29 V5 | Um ponto P pertence ao eixo das abscissas e & eqidis-
dp, B = J2-1P+4-2? =.J5 tante dos pontos A(—1, 2) e B(1, 4]. Quais sdo as coor
Entdo, a abscissa do ponto P é 1. denadas do ponto P¢
Observacdo: E il notar que duas distancias entre dois z A abscissa de um ponto P é —0, e sua distancio ao pon-
ponfos s@o iguais se, e somente se, seus quadrados fam- | to Q(1, 3] & /77 . Determine a ordenada do ponfo.
bém o sdo. Portanto, muitas vezes, a extragdo da raiz | : A .,
quadrada é desnecessaria. Consde{e um po(r;lo Plx, y) cgp "dls‘tonjlo ao ponto
Nesse exemplo, poderiamos fer iniciado assim: /Bs‘(f'él:;)_e?semﬁre Ha= Vecfef a disidneia de P ao ponfo
diP, Al = dP. B = [dIP, Al = [dIP, BIF = (=4, —2). Nessas condicdes, escreva uma equagdo

e e que deve ser safisfeita com as coordenadas do ponto P.

29 —ba+ el +1=4—da+ f +4= Demonstre que um fridngulo com vértices A0, 5),B(3, —2)
= —20a=-2=a=1 e C(—3, —2) é isdsceles e calcule o seu perimetro.
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1. Demonstre que os comprimentos das diagonais de um re-
tangulo de lados a e b séo iguais. (Dica: estabelega um
sistema de eixos coordenados e trabalhe com os vértices
do retangulo.)

Demonsire que os pontos Al6, —13), B(—2, 2),
C(13, 10) e D(21, —5) s@o os vérfices consecutivos de
um quadrado. (Sugestdo: verifique que os lados sGo con-
gruentes e que os @ngulos sGo retos. )

.. Encontre uma equagdo que seja satisfeita com as coor-
denadas de qualquer ponto Plx, y) cuja distdncia ao pon-
fo A2, 3) é sempre igual a 3.

Considere um triagngulo com lados que medem a, b e c,
sendo a a medida do lado maior. Llembre-se de que:

e a? = b? + c? & tridngulo refangulo

e q? < b? + c? & triGngulo acutdngulo

e o’ > b? + ¢? & trigngulo obtusangulo

Dados Al4, —2), B2, 3) e C(6, 6), verifique o tipo do
triangulo ABC quanto aos lados (eqiilatero, isésceles ou

escaleno) e quanto aos angulos (reténgulo, acutdngulo
ou obtusangulo).

Coordenadas do ponto

médio de um segmento
de reta

Dado um segmento de refa
AB tal que Alx;, y;) e Blx,, y,) sGo
pontos disfintos, vamos determi-
nar as coordenadas de M, ponto
médio de AB.

Considere:

47779 Por que A e B
YUl devem ser pon-
tos distintos?

® um segmento com extremidades Alx;, yi) € Blxy, ya);

® o ponto M[x, y), ponto médio do segmento AB.

y
YL B
y M u :
L 3
A, M, B, X
0 %, X %

Aplicando o teorema de Tales, femos:

M= AIM\ =>"= K=K =

MB My B, Kot — X
:X_X1=X2_X=>2X=X2+x-‘=>x=_X2;X1
A el S

MB M,B, Y2—Y

|

Geometria analitica

+
=>\/_Y1=Y2“Y=>2Y:Y2+Y1=>Y:%

EntGo, podemos concluir que, dado um segmento de ex
tremidades Alx;, y;) € Blxy, yal:

® g abscissa do ponto médio do segmento é a média aritmé-
tica das abscissas das extremidades:

= Xo + X3

2

® g ordenada do ponto médio do segmento é a média
aritmética das ordenadas das extremidades:

Yoy
Y 7]

.. ® A demonstragdo indeﬁ)ende da localizagdo de A e B
4 nos quadrantes. =
e Chamando de M o ponto médio de AB, temos:

M Xy + Xo Y1+X2
SR L)

Exemplos:

12) Vamos determinar M, ponto médio de AB, nos seguinfes

Casos.
a) A3, —2)eB(—1, =6
PEELRERS

Considerando M{xy, Y, temos:

B SR
a) x 5 5
e —2-*-2(—6) L —28 A
logo, M(1, —4).
Ll g
b)x=_+( ”= 2. =]
i 2 2 4
] 2
e
YM 2 '_—2_
(- 4

29) Vamos calcular os comprimentos das medianas de um
triangulo de vértices A2, —6), B(—4, 2) e C(O, 4).

.~ e A mediana de um fridngulo é o segmento que tem co-

" mo extremidades um vérfice e o ponto médio do lado
oposfo.

e Todo tridngulo possui frés medianas que se cruzam
num ponto chamado baricentro do triéngulo.




17,

Observando a figura:

® M, é o ponto médio de AB; calculando suas coorde-
nadas:

x=%+2=—] y: =_2

Entdo, My(—1, =2).

® M, é o ponto médio de AC; calculando suas coorde-
nadas:

Entgo, My(1, —1).

® M; é o ponto médio de BC; calculando suas coorde-
nadas:

0542_2 y = 452 -3
EntGo, Ms(—2, 3).
Vamos calcular, agora, os comprimentos das medianas:
e mediana AM;, sendo A(2, —6) e My(—2, 3):
diA, Mg) = J[-2=2)2+(3+6)2 =
= JT6+81 = Jo7
® mediana BM,, sendo Bf:4, 2)e My(1, —=1);
dB, My) = J1 +4)2+(-1-2)% =
=J25+9 = /34
e mediana CM, sendo C(0, 4) e My(—1, —2):
diC, M) = -1 =02+ (-2-4) =
= T+86, =87

X =

Exercicios propostos

Determine o ponto médio do segmento de extremidades:
a) All, =7) e B(3, =5)

b) Al=1, 5) e B(5, —2)

c) Al=4, —2) e B(-2, —4)

.Uma das extremidades de um segmento é o ponto

A(—2, —2). Sabendo que M(3, —2) é o ponto média
desse segmento, calcule as coordenadas do ponto
Blx, y), que é a outra extremidade do segmento.

19. Num triéngulo isésceles, a altura e a mediana relativas &
base sdo segmentos coincidentes. Calcule a medida da
altura relativa & base BC de um friangulo isésceles de vér-
tices A(5, 8), B(2, 2) e C[8, 2).

20. Num paralelogramo ABCD, M(1, —2) é o ponto de en-
contro das diagonais AC e BD. Sabese que A2, 3) e
B(6, 4) sGo dois vértices consecutivos. Uma vez que as
diagonais se cortam mutuamente ao meio, determine as
coordenadas dos vértices C e D.

21. Na figura, M é o ponto médio do lado AC e N & o ponto
médio do lado BC. Demonstre, analiticamente, que o
comprimento do segmento MN & igual & metade do
comprimento do lado AB.

y

C(0, b)

A(0,0) B(a, 0)

22. Afigura mostra um triGngulo reténgulo ABC. Seja M o pon-
to médio da hipotenusa BC. Prove, analiticamente, que o
ponto M & eqgidistante dos trés vértices do triangulo.

y . A propriedade ex-
 pressa neste exerci:
cio vale para fodo
C(0, 3) tridngulo retangulo.
M
X
A(0, 0) B(4, 0)

Condicdo de alinhamento
de trés pontos

Consideremos frés pontos A, B e C alinhados:

w@

A

A

Xy

@
o
>

o
<
<

Pelo teorema de Tales:

AB._ ABy AR Xpe X (1)
AC A]C] AC X3 — Xj

AB - A2B2 = AB ] (2)
AC A2C2 AC Yoy
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Comparando (1) e (2), temos:

SR o AL R il )
Yg' = Ya Ko=) X3 — Xy

)

Xz =X

= = xllyz = yi) — o — xlys =yl =0=
= XaYo = XaYy — XYz b Xa¥T — XoYa + Xy +
+xy3— x5y =0=

= XiY2 = Xiya T Xo¥3 = XaYy + Xay1 — Xgyo = O

X9 =K
X3 — X4

=

=8 Yol
X9 =1

=0=

O primeiro termo da igualdade corresponde ao defermi-

X3 ¥y
nanfe | x, ya 1|~
Xz ys |

Dai, podemos dizer que, se trés pontos Alx;, V1), Blxa, o)
e Clxs, ys) estdo alinhados, entdo:

=
Gy
=0
X2 Y2 1 Mais uma proprie-
X3 yz | dade geométrica es-
A 16 sendo comprova-
coluna das ordenadas L
dos pontos IO éPb B e se Y
algéorico.
coluna das abscissas g
dos pontos

Observagao: Fazendo o caminho inverso, podemos verificar

X3 Y1 ]
também que, se D = X2 y» 1| =0, entdoAlx;, yy),
X3 Y3 ]

Blxy, y2) & Clxs, y3) sGo pontos colineares (reciproca da pro-
priedade anterior).

Exemplo:
Vamos verificar se os pontos A(—3, 5), B(1, 1)e C(3, —1]
estdo alinhados.
Usando as coordenadas, calculamos o determinante:
— 38 =SR]
D=| j T =8+l —1—-—83=5=3=
3 =1 1
=+15-15=0

Como D = 0, os pontos estdo alinhados.

Verifique se os pontos:
a) A0, 2), B(-3, 1) e Cl4, 5) estdo alinhados:

b) A(=1, 3), B2, 4) e C[—4, 10) podem ser os vértices
de um triangulo.

Determine x de maneira que os pontos A(3, 5), B(1, 3) e
Clx, 1) sejam os vértices de um triangulo.

H
!

!
!

Geomeiria analitica

Considerando uma refa r que passa pelos pontos
Al=T1, —2) e B[4, 2) e intersecta o eixo y no ponto P, de-
fermine as coordenadas desfe ponto.

‘2. Uma reta r passa pelos pontos A(2, 0) e B[O, 4. Outra
reta s passa pelos pontos C[—4, 0) e D(0, 2). O ponto
de intersecgdo das duas retas & Pla, b). Nessas condi-
¢Ges, calcule as coordenadas a e b do ponto P,

Dados A(1, 5) e B(3, —1), determine o ponto no qual a
reta AB intersecta a bissefriz dos quadrantes impares.

Sabendo que Pla, b), A(O, 3) e B(1, 0) séo colineares e
P C(1, 2)eD|O, 1) também sdo colineares, determine as

coordenadas de P. ' ATENCAO!

NAO ESCREVA NO LIVRO.

2] Coeficiente angular
de uma reta

Consideremos uma reta r de inclinacdo a em relacdo ao
€iX0 X.

O coeficiente angular ou a declividade dessa reta r é o
nimero real m que expressa a tangente trigonométrica de sua
inclinacdo a, ou seja:

m = tg a

Vamos observar os vérios casos, considerando

0° < a< 180°%
19)

Para a = 0° temos m = tg a = tg 0° = 0.

Ay

Para 0° < @ < 90°, temostga > 0= m > O.
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A  declivida-
\<\a de a deve ser
. sempre consi-
0] derada do ei-
X0 X para
refa r, no sen-
tido anti-hord-
rio.

Para Q0° < a < 180°, femostga <O = m < O.

Para a = 90°, a tg a ndo é definida. Dizemos entdo que,
quando a = 90°, isto &, quando a reta & vertical, ela ndo
fem declividade.

Vejamos agora que é possivel calcular o coeficiente angular
de uma refa a partir das coordenadas de dois de seus pontos.

Como, para a = 0° (refa horizontal) a declividade ¢ O e
para a = 90° (refa vertical) ndo ha declividade, vamos ana-
lisar os casos de 0°< a < 90°e 90° < a < 180°:

12) 0° < o< Q0O°

y
VoSN SO L e
: &y
o«
e S “I\._.‘]-J':J:.Q_---__
N =N X
0 X4 Xo

Dois ponios distinfos deferminam uma Onica refa.

Seja r a refa determinada por Alx;, y;) e Blx, v, e seja

Clxz, ).
No trigingulo retangulo ABC (C & reto), temos:
oo - 4 - B2
EnfGo:
=t bl

Ry =X

Geometria analitica: ponto e reta

29) 90° < a < 180°

e

Alx1, y1), Blxa, yal & Clxz, y1) N
No trigngulo retéingulo ABC (C é refo), femos:

B e ) e AR e ]
B Seli=ire T R vk
Como tg (180° — &) = —tg a, vem:

S8 = e MU S
g a —xl—x2 =>iga —_—(x] == =

= Ay ekl
—jga= =Y = Y271
B 2% Ax X2 — Xi

EntGo:

CRs T s ]
X2 — X3
Observe que x, # X, j@ que r ndo é paralela co eixo y.

Podemos concluir que, se Alxy, yi) € Blxy, v, s@o dois
pontos distintos quaisquer na refa r, que ndo é paralela co
eixo y (x; # %), a declividade ou o-coeficiente angular derr,
que indicaremos por m, é dada por:

S0 e
ok Ax X XK

Assim, femos duas maneiras de obter o coeficiente angular
de uma reta:

® conhecendo a inclinagdo « da refa, calculamos m = ig a;
e conhecendo dois pontos Alx;, y1) e Blx,, y,| da refa, cal-

2 Y
culamos m = 22—V
X2 =Xy °
Podemos usar y; — vy, no numerador desde que, no

denominador, usemos x; — X,.

Na oprética, é mais dificil obter a informacdo sobre a in-
clinagdo da reta, por isso é importante nunca esquecer que
Yo A

M = s
X9 =Xj Xy = X9

QU=

Observagdo: Agora vocé pode utilizar um outro método
para verificar o alinhamento de trés pontos, comparando os
coeficientes angulares das retas que passam pelos pontos
dois a dois. Por exemplo, na verificagdo do alinhamento de
irés pontos Alx;, y1), Blxz, y2) e Clxs, ya) podemos verificar



Yol

X2 = Xj

YA T )
X3 = X2

se acontece . Fica a seu critério usar

esse método ou continuar utilizando o deferminante para
verificar o alinhamento ou ndo de frés pontos.

Exemplo:

Vamos calcular o coeficiente angular da refa que passa
pelos pontos A2, 3) e B(4, 7).

O angulo e & agudo (0° < a < 90°), pois m > 0. Con-
firme construindo a figura com A e B.

)

g

3 propostos

29. Determine o coeficiente angular (ou declividade) da reta

que passa pelos ponfos: ATENCAO!

a) A3, 2)eB(-3, —1) NAO ESCREVA NO LIVRO.
b) A2, —3) e B(—4, 3)

c) Py(3, 2) e P(3, —2)

d) Py(—=1, 4) e P,(3, 2)

e P(5, 2) e Q(—-2, -3

f) A{200, 100) e B(300, 80)

0. Se o é a medida da in-
clinagdo de uma reta e
m é a sua declividade
(ou coeficiente angular),
complete a tabela:

Use régua e fransferi-
dor para fragar a refa
r que passa por (0, 5)
e fem coeficiente an-

gular —./3.

i

Equagdo da reta quando
sdo conhecidos um ponto
Polxo, Yo) € a declividade
m da reta

Vimos que dois pontos distintos determinam uma reta, ou

seja, dados dois pontos distintos, existe uma Gnica reta que |

passa pelos dois pontos.

Da mesma forma, um ponto Pqlxo, Yol € a declividade m
deferminam uma refa r. Considerando Plx, y) um ponto gené-
rico dessa reta, veremos que se pode chegar a uma equa-
¢Go, de incégnitas x e y, a partir dos nimeros xo, Yo € m,
que serd chamada equagdo da refa r.

el
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Considerando um ponto P(x, y) qualquer sobre a reta e
tg o = m, temos:

diC, P)
d(Po, CJ

YRl o
X — Xo

fga = =m= =

= Y—Yo = mlx—Xo)

Observagdes:
1) Aequagdoy — y, = m(x — %) independe de m ser po-
sitivo ou negativo e da localizagdo do ponto Py,

2) Se a refa é paralela ao eixo x, temos m = O e a equagdo
da reta serd dada pory = vyp.

3] Se a refa é paralela ao eixo y, fodos os pontos da reta
tém a mesma abscissa e a equagdo serd dada por
X = Xo.

Exemplos:

18) Vamos determinar a equacdo da reta que passa pelo
ponto A(—1, 4) e tem coeficiente angular 2.
Usando a equagdo ly — yo) = mix — xo), temos:
y—4=2x—-(-l))=2y-4=2x+1)=
=2y-—4=2x+2=-2%+y-6=0=
=22x-y+6=0
A equacdo procurada é 2x — y + 6 = 0.

2°) Vamos deferminar a equagdo da reta que passa pelos
pontos A(—1, —2) e B(5, 2).
J& sabemos como calcular o coeficiente angular da reta
determinada pelos pontos A(—1, —2) e B(5, 2):

Yo =¥ O e S RN

m = = S e—_— =

X2 — X1 5+1 6 3
Usando o ponto A(—1, —2), temos:

y= -2 = Zx-(=l=y+ 2= 2+ 1)
=23y+6=2x+2=2x—-3y—-4=0
A equagdo da reta AB é 2x — 3y — 4 = 0.

Outra resolugdo:
Chamando de P[x, y) um ponto genérico da refa AB, po-
demos afirmar que P, A e B estdo alinhados.



~ Capitulo 31
Logo:
X g
-1 -2 1|=0=
5 2, X

==+ 5y —2+ 10+y—2%x=0=

s Ayt Gyt B = 0= A~ by~ B=0=
=>2x—3y—4=0

A equagdo da refa AB é 2x — 3y — 4 = 0.

21. Determine a equagdo da reta que satisfoz as seguintes
condicdes:

a) A declividade é 4 e passa pelo ponto A2, —3).
b) A inclinagdo é de 45° e passa pelo ponto P4, 1).

c) Passa pelo ponto M(—2, —5) e fem coeficiente angu-
lar O.

d) Passa pelos pontos A(3, 1) e B(=5, 4).

e) Passa pelo ponto P(—3, —4) e & paralela ao eixo y.

f) Tem coeficiente angular ——]i— e passa pelo ponfo

A2, =3).
g) Passa pelo ponio P(1, —7) e é paralela ao eixo x.
h) Passa pelos pontos A(1, 1) e B(—2, —2). ¥
i) Ainclinagdo é de 150° e passa pela origem.

42, Verifique se o ponto P(2, 3) pertence & reta r que passa
pelos pontos A(1, 1) e B(O, —3).

(Fuvest-SP) Determine a equagdo
da reta que passa pelo ponto
P2, 3] e pelo ponio O, simé-

frico de P em relagdo & origem.

O siméfrico do pon-
to Pla, b) em rela-
¢do G origem € o
ponto O[—a, —b).

Bl Formas da equacdo da reta

Forma reduzida da equagédo
da reta

Vimos que a equagdo da reta que passa po'rrum ponfo
Plxo, Yol com declividade m é daderpor:

Y= Yo = mix = o

Se escolhermos o ponto particular (O, n), isto &, o ponfo
em que a reta intersecta o eixo y, para o ponto (x;, y;), pela

equagdo anterior feremosy — n = m(x — O] =

=y —N=mx=> o= mXshn..

i‘ Geometria onolificc:r ponto e reta ‘55

O ndmero real n, que é a ordenada do ponto em que o
refa infersecta o eixo y, & chamado coeficiente linear da reta.

y = mx-+n
A oeficiente linear

coeficiente angular

Essa forma é especial- N A st reduside

¢ de uma refa que pas-
sa pela origem é da
forma 'y = mx.

mente importante porque
permite obter o coeficiente
angular de uma reta a par-
fir de uma equagdo, além de expressar claramente a coorde-
nada y em funggo de x. E conhecida como forma reduzida
da equagdo da reto.

Note que a forma reduzida é uma fungdo afim. Reveja o
capitulo 3 para ler mais a respeito disso.

Equagdo geral da reta
Toda reta do plano possui uma equagdo da forma

ax+by+c = 0 , naqudlq, b e ¢ sdo constantes e a &

b ndo sdo simultaneamente nulos. Ela é denominada equa-
¢do geral da reta.

Exemplo:
A refa:

oy = -3 d ifa no f |
i = ZX + 1 pode ser escrita na forma geral por
x+4y—-4=0.

° —g— 4 —st = 1 pode ser dada na forma geral por

5x+ 2y —10=0.

ey = 5, que é pardlela ao eixo x, pode ser dada por

Gt ly=5=0.
ey — 3 = 5(x — 1) pode ser dada por 5x — 1y — 2 = 0.

Forma segmentéria da equagdo
da reta

Consideremos uma refa r que ndo passa por (O, O), inter-
secta o eixo Ox no ponto Ala, O) e intersecta o eixo Oy no

ponto B(O, b).

Calculando o coeficiente angular, tfemos:

0=b b

>m= ——

m:
a-0 a
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Usando a forma reduzida y = mx + n, em que

m=—£ en=b, vem:
a

= —%x+b=>oy=—bx+ob=>bx+cy=ob

Dividindo os dois mem- 4
brosporab(a#0eb #0), ©
temos:

. Podemos chegar ao
~© mesmo resultado con-
siderando um ponto
genérico Plx, y) e fo-

X @ o gb zendo
ab ab ab i

g Gt |
= 'T);— & %- = ] /////O b ]

”
Esta & a denominada forma segmentdria da equagéo da
refa que ndo passa por (Q,/0) e infersecta os eixos nos pontos

(@, 0) e (0, b].

Observacaes:

18] Vimos que a equagGo da reta pode ser escrita de vérias
formas. Na resolucdo de exercicios devemos escolher a
mais conveniente em relac@o aos dados e & proposta do
problema. \(

Assim:

* na forma y — yo = mlx — xo), identificamos a inclina-
¢Go o da reta (m = tg ) e um ponto da reta (x,, yoli

* na forma reduzida y = mx + n, identificamos a inclina-
¢do a (m = tg a), o ponto de infersecgdo da refa com
o eixoy (0, n) e ainda o ponto (1, m + nj;

® na forma segmentdria = + % = 1, identificamos os
a

ponfos de interseccdo da refa com os eixos: (a, O) e

(0, b);
X ]
® quando fazemos | x; y,; 1 |= O, identificamos
X2 YQ ]

sem fazer céleulos dois pontos da reta [x;, yy) & (%, y2);
* aforma geral ax + by + ¢ = 0 pode ser obtida a partir
de qualguer uma das anteriores.

28] A mesma reta pode ter diversas representacdes na forma
geral, ouseja, x + 2y — 1 =0, 2x + 4y — 2 = O,
—x — 2y + 1 = O e infinitos equagdes equivalentes a es-
sas. Por essa razdo, é preferivel escrever “obter uma equa-
¢Go geral da refa” a “obter a equagdo geral da reta”.

32) Dada uma equagdo geral de uma reta
r:ax + by + ¢ = 0, seu coeficiente angular pode ser ob-

=

fido rapidamente usando m, =

b

42) A refa r tal que
ax + by + ¢ = 0O infersecta
0s €ix0s Nos pontos

Bt

T Justifiquea 32 ea
42 observagdes.

T~ forma reduzida:

Geometria analitica

Exemplo:

Vamos escrever nas formas reduzida, segmentaria e geral
a equagdo da reta que passa pelo ponto (1, —6) e fem incli-
nagdo de 135°.

Pelos dados do problema & mais conveniente escrever iniciak
mente a equagdo na forma [y — y;) = mix — xy).

Como a = 135°, entdo:
m=tga=1tg 135° = -]

E, como a refa passa por (1, —6), temos:
yh==l=1|

Dai vem: Essa refa tem inclina-
cdo de 135°, passa
pelo ponio (1, —6) e
corfa ©s eixos em
(=5, 0)e (0, =5).

O frigngulo que ela
determina com os ei-
xos & um friéngulo re-
iangulo isésceles. Cal
cule a medida da hi-
potenusa.

y+6=—x+ 1=
R=—x%+1=0=

=i == 5 *
e forma segmentéria:
Yto=-—xtl=

SRy =8

X A
=t = 1
o forma geral:

yto=—x+ | =x+y—1+6=0=x+y+5=0

=

Em cada caso, escreva uma equacdo geral da reta defi-
nida pelos pontos A e B:

a) Al-1, 6) e B2, =3
“b) A—1, 8) e B(=5, —1)

c] A{5, O] e B(—1, —4]
d) A3, 3) e B(1, =5)

Uma refa passa pelo ponfo P(—1, —5) e tem coeficiente

angular m = -;— Escreva a equagdo da refa na forma
AO!
reduzida. O

NAO ESCREVA NO LIVRO.
Escreva na forma segmentéria a equagdo da reta que sa-
tistaz as seguintes condicdes:
a) Passa pelos pontos A(3, 0) e B(O, 2).
b) Passa pelos pontos A(5, 0) e tem declividade 2.
c) Passa pelos pontos Py(4, —3) e Py[—2, 6).
d) Sua equacdo reduzida é y = —x + 5.

Escreva na forma reduzi-
da a equagdo da reta
que passa pelos pontos
P Ziabl—1 —5

Resolva o exercicio
36 de trés formas di-
ferentes.

Escreva a equagdo:

a) da reta bissetriz dos quadrantes impares;
b) da refa bissetriz dos quadrantes pares;
c) do eixo x;

d) do eixo y.

Passe a equagdo da reta para a forma indicada.

Q)L—{-l

3 s 1, para o forma reduzida;
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bjy—6= ]?(x + 4), para a forma geral;
¢) 3x + 9y — 36 = 0, para a forma segmentaria;

d) {j/ Z t3+_2f' para a forma geral.
Dada a refa que tfem a equacdo 3x + 4y = 7, determine
sua declividade.

Determine a equagdo da reta de coeficiente angular
m = —2 e que infersecta o eixo y no ponto AlO, —3).

' Se os pontos A(3, 5) e B(—3, 8) determinam uma reta,
calcule o valor de a para que o ponto Cl4, a) pertenca
a essa refa.

-Se um friéingulo fem como vértices os pontos A2, 3),
B(4, 1) e C[6, 7), determine uma equagdo geral da reta-
suporte da mediana relativa ao lado BC.

Se a refa cuja equagdo geral & 5x —y — 5 = O passa pe-
lo ponto Alk, k + 3), calcule as coordenadas do ponto A.

Sabendo que os pontos A(2, 0), B[O, 4) e C[4, 2) sGo
os vértices de um fridngulo, defermine uma equagdo ge-
ral das refassuporte dos lados desse triangulo.

Sabendo que o ponto P2, 1) pertence & refa de equagdo
3kx + (k — 3)y = 4, defermine o valor de k e escrewg, a
seguir, uma forma geral da equagdo dessa reta.

- Na figura dada, ABCD é um paralelogramo. Determine

uma equagdo geral das refassuporte das suas diagonais
AC e BD.

O e e e T s
>

Na figura dada, o ponto O é a origem do sistema de
coordenadas orfogonais e OABC & um quadrado de lado
3. Escreva a equagdo da retasuporte da diagonal AC.

y

o A

Na figura dada, o ponto O é a origem do sisema de
coordenadas orfogonais e OABC é um quadrado de lado
4. Sabendo que M é o ponto médio de OA e N, o ponfo

médio de OC, escreva a equagdo da reta que passa por
C e M e a equagdo da reta que passa por A e N.

y
c B
X
0| My A

Na figura dada, o ponto O & a origem do sistema de
coordenadas orfogonais e OABC é um ret@ngulo. Nes-
sas condicdes, escreva a equagdo da retarsuporte da dio-

gonal AC.

¢ B(, 4)

o A

I Posigoes relativas de duas
~ retas no plano

Duas retas r e s contidas no mesmo plano sdo paralelas
ou concorrentes.

Retas paralelas

Sendo a; a inclinacdio da reta r e a; a inclinagdo da reta
s, femos:

m =m,=1iga, =1iga; = o = a, [0 e o estGo entre 0°
e 180°)

\ | Se as inclinacdes sGo iguais, as refas sdo paralelas (r / s).

Veja as figuras, que mostram duas refas distintas e nGo-
verticais, que sdo paralelas:

y
N\ N\
i :
1 \\S \\I’
N \
N N g
o B R
\, N $
\\ \
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Duas retfas distintas e ndo-verticais r e s sdo paralelas se,
e somenfe se, seus coeficientes angulares sdo iguais
(my = my).

% Se, além do mesmo coeficiente angular, elas t&m também
~ o mesmo coeficiente linear, as refas sdo coincidentes (pa-
ralelas iguais). |

Retas concorrentes

Duas refas do mesmo plano com coeficientes angulares di-
ferentes ndo sdo paralelas; logo, sGo concorrentes. |

s-*‘\y A0
~—"" !
N % §
il 3-8 154
o \.\_\
Ay

€ R s |

(0] =

r s

(e 3} ¢(!24=>tga] #Tgagﬁ
< m, ¥ mp & res: concorrentes

Duas retas distintas e ndoverticais r e s sdo concorrentes
se, e somente se, seus coeficientes angulares sao diferen-
tes (m] b mz).

Observagdio: Uma maneira prética de verificar o paralelismo
de duas retas é comparar suas equagdes gerais. Dadas duas
refas, res, talquer:ax + by +c=0e

s:a'x + b’y + ¢’ = 0, entdo basta compararmos as razdes

T

RS T 2
b

* Se o_ = Tr = ——, enfdo temos a mesma reta repre-

sentada de duas formas diferentes, em geral conhecidas
como paralelas iguais ou coincidentes.

b

eSe 2 =2 =+ _C  enidotemos duas refas paralelas
’ ! ’ p
a b c
disfintas.
* Se % * % entdo temos duas refas concorrentes.

« Geometria analitica

O termo paralelas iguais (ou coincidentes) s6 se presta a

b,
bl

ermitir que se use —— ara definir paralelismo sem
9 =

nenhuma excecdo.
Assim, podemos dizer que, se duas retas

rrax + by + c = 0es: a’x + b'y + ¢’ = 0 so tais que
ab’ = a’b, entdo elas sdo paralelas e viceversa. £ muito im-
portante compreender que, se duas refas sdo ditas “paralelas
iguais” ou “paralelas coincidentes”, significa que elas ndo
sdo duas refas, e sim uma s6 reta, representada de duas for-
mas diferentes. '

Interseccdo de duas retas

A figura mostra duas refas, r e s, do mesmo plano, que
se infersectam no ponto P(a, b).

Como P pertence as duas refas, suas coordenadas devem
satisfazer simultaneamente ds equacdes dessas duas refas.

logo, para deferminérlas, basta resolver o sistema forma-
do pelas equacdes das duas retas.

Observacéo: Pela resolugdo de sistemas podemos verificar o

posicdo relativa de duas retas. Assim temos:

® sistema possivel e determinado (um Unico ponto comum):
retas concorrentes;

® sistema possivel e indeterminado (infinitos pontos comuns|:
retas coincidentes;

e sistema impossivel (nenhum ponfo comum): retas paralelas
distintas.

Exemplo:

Vamos determinar as coordenadas do ponfo P de inter-
secgdo das refas r e s, de equagdes 3x + 2y — 7 =0e
x — 2y — @ = O, respectivamente.

O nosso problema consiste em resolver o sistema forma-
do pelas equagdes das duas retas:

3x+2y—7 =
x—2y—9 =0
A« — 16 =0=4x=16=x=4

0

Substituindo na segunda equagdo, por exemplo, temos:

4-2y-9=0=-2y=5=2%=-5=y= —%
logo, as coordenadas do ponto de interseccdo sGo 4 e

- : Pl
> Qu seja, P(A, 5 )
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50. Qual é a posicdo da reta r, de equagdo
15x + 10y — 3 = O, em relagdo a refa s, de equacdo
G by ] =2

51. Se as retas de equagdes [a + 3)x + 4y — 5 =0ce
x + ay + 1 = O sdo paralelas, calcule o valor de a.

. Em cada caso, defermine a equagdo da refa que passa
pelo ponto P e é paralela a refa da equagdo dada:
a)P(1,2)e8x+2y—1=0

O T
b)P(2,5)e2+ 2 1

c) P4, -4)ex+y—-5=0
d| Pl—1,.3le 2x—5y+ 7 =0
el P[=4,2)ey—-—2=0

f] P2, =5)ex=2

ATENCAO!

NAO ESCREVA NO LIVRO.

53. (Vunesp) Num sistema de eixos cartesianos orfogonais,
x+ 3y +4=0e2x— 5 — 2 = 0 sdo, respecti-
vamente, as equagoes das retas r e s. Determine as
coordenadas do ponfo de intersecgdo de r coms.

54. Quais sdo as coordenadas dos vérfices de um frigngulo,
sabendo que as equagdes das refassuporfe de seus la-
dossdox+2y—1=0,x—2y —7=0ey—-5=02

3%, Qual é a equagdo da reta r que passa pelo ponto de en-
contro das refas t e t, de equagdes x —y + 2 =0e
3x —y + 6 = 0, respectivamente, e é paralela a reta's,

cuja equag@o éy = —;—x - 12
56. (FuvestSP) As retas de equagdes x +y — 1 = 0,

mx +y—2=0ex+ my— 3 = 0 concorrem num mes-
mo ponto. Nessas condicdes, calcule o valor de m.

7. A figura mosfra um tro- |y
pézio ABCD. Determine D
a equagdo da retasu-
porte da base menor do
frapézio.

C(6, 5)

A(1,2) B(8,2)

(0]

Perpendicularidade
de duas retas

A figura mostra a refa r, de inclinagdo o, e a refa s, de
inclinagdo ay, tal que r e s sGo perpendiculares.

B\ %

|

Geometria analitica: ponto e reta

Pela Geometria plana, no frigngulo APB, temos:
a,=a; +90°=tga, =g (e + 90°) =

sen (a; + 90°)

g cos (a; + 90°) &

- cos Q0° + sen Q0° - cos a;
- cos 0° — sen a; - sen Q0°

sen o
COS o

Como sen 90° = 1 e cos 90° = O, temos:

topioth = O4+cosa; _ cosa; _
)= = =
0 —sen a; —sen a

1
tg oy
Sabendo que tg @, = m, e tg a; = m;, temos
1

g = ———, com m;, my # O.
my

==colgiay = —

m

EntGo, se uma reta s, com coeficiente ongulor m,, & per
pendicular a uma refa r, com coeficiente angular m;:
o |
my; = ——— [com my, my # O)
my
Reciprocamente, podese provar que, dadas uma reta's,
de coeficiente angular m,, € uma refa r, de coeficiente angu-

1 S .
lar m;, se m, = ———, enfdo s é perpendicular ar.
m

Podemos concluir entdo que, dadas as retas r e s, de coe-
ficientes angulares m; e m,, temos:

SR ourlsemm, = —1
my

rlsem, =

Observagdio: Uma maneira prati-
ca de verificar o perpendicularis-
mo de duas retas r e s, dadas

Verifique que
aa’ + bb' =0,
a partir de

1

My = — ——.
mj

por suas equagdes gerais, fal
querax+by+c=0e
s:a'x + b’y + ¢’ = 0, é verificar se aa’ + bb’ = 0. Se isso
ocorrer, elas serdo perpendiculares.

Exemplo:
Vamos determinar a equagdo da mediatriz do segmento
cujas exfremidades sdo os pontos A(3, 2] e B—2, —4).
Pela Geometria plana, sabemos que a mediatriz de um
segmentfo é uma reta perpendicularao segmento no seu pon-
to médio. Na figura, M & o ponto médio de AB.

y
i QA
% 4 i X
T 5
: M
: e
ilis ] " mediatriv
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e Equagdo da refa-suporte do segmento AB:

Mgt
g el =00
g -4

=2 —2y—12+4-3y+4x=0=
=26bx—5y—-8=0
e Céleulo do coeficiente angular my da retarsuporte:
bx—5y—8=0=—-5y=-b6x+8=5y=06x—8=
6 8

=>y=—x——=>m1=£

5 5 9
e Célculo do coeficiente angular m, da mediatriz:

e

.l —
7) 9 Y 2

O problema, agora, fica "W Amediatiiz B eo

¥ lugar geométrico dos
pontos Plx, y) tal que
d(P, Al = dIP, B), isto
é, dos ponios equidis-
fantes de A e B. Re-
solva este exemplo
usando essa informer

reduzido a determinar @
equacdo da refa que passa

pelo ponto M[—]z— —]) e

que fem coeficiente angular

_5. ¢do.
=
Y“Y1=m(x—x]=>y+]=—i(x_L):>
2 1 é 2
Syt 1= - 4 S 1y 4+12=-10x+ 5=

6 12
= 10x+ 12y +7=0

logo, a equagéo da mediatriz do segmento &

10x+ 12y + 7 = 0.

Determine a equagdo da reta que passa pelo ponto P e é
perpendicular & refa r em cada um dos seguinfes casos.

a) PI—3, 2) eequagdo der: 3x + 4y — 4 = O;
b) P(2, 6) e equacdoder: 2x —y + 3 = 0;

c) P1, 4)eequagdoder:x —y — 1 =0;

d) P(3, 5) e equacgo der:y — 4 = 0.

(Fuvest-SP) Sao dados os pontos A(2, 3) e B(8, 5). Deter-

mine a equagdo da mediatriz de AB.

Qual deve ser o valor de k para que as retas r e s, de equar
coeskx +y+5=0e3x+ k+ 1)y — 9 =0, respec-
fivamente, sejam perpendiculares?

(PUC-RS) Determine a equagdo da refa s, perpendicular
& reta r de equacgdo 2x + 3y — 6 = O, no ponto em que
esta intersecia o eixo das abscissas.

Geometria analitica

(Uece) As refas de equagdes y = ax — 4 e
V= e El d concorrem perpend]culormente no ponto
P(3, 2). Calcule o valor do coeficiente d.

Se um triangulo tem como vértices os pontos A(2, 1),
B(—2, —4) e C(0, 2), defermine a equacdo da refasu-
porte da altura relativa co lado AB do trigngulo.

(Faap-SP) Séo dados os pontos A(1, —2), B(3, 4) e
Clc, —1). Caleule a abscissa ¢ para que as retas-suporte
dos segmentos AB e AC sejam perpendiculares.

Dados a refa r, de equagdo x —y + 1 = O, e o ponfo
P(3, 2), quais sGo as coordenadas da projegdo ortogo-
nal de P sobre a reta re

Determine as coordenadas do ponto N, simétrico ao
ponio M(2, 4] em relacdo & reta r, de equagdo

x—y—=6=0.

(FuvestSP) Os pontos de intersecco da refa r, de equar

cdoy = = + 2, com os eixos de coordenadas deter-

2

minam um segmento. Qual é a equagdo da mediatriz
desse segmento?

(FE-SP) Determine o ponfo P, siméfrico do ponto P(2, 1),
em relacdo & reta s, de equagdo y = 2x.

Descubra sobre a reta x — y + 1 = O um ponto P eqiii-
distante dos pontos A(3, O) e B(Z, 2).

(FEFSP) A refa s é perpendicular & reta r e a refa t € por
ralela & refa s. Determine a equagdo da reta s e a equar
cdo da reta t.

y

0(4,0) X
T

P(0, 3)
o / M(1, 0)

1

(FEFSP) Num triangulo reténgulo ABC, de hipotenusc
BC, tem-se B(1, 1) e C[3, 2). O catefo que passa pel
vértice B & paralelo & refa €, cujo coeficiente angular ¢
3
4

tos AB e AC.

/L

. Determine as equagdes das refas-suporte dos cate






