75.

76.

77

80.

82.

83.

b) {4, 256}
1
o ()
b {2, 1}
logg 5
3 log,7
log, 10
et il
) log, V2
<) log, —
a) logg3
b) log 30
g 3
) 0d36 2
(0, 3}
b
a
a+l
g &

<)

d)

d)

e)

f)

d

e

f)

{(5, 2)}
{6, -10)}
log, 4
log, 6

log; 5
9log, 2

2
logg =

logg V2

;

~logz; 2

logs 2

log; 6

4a+2b
a+b

82

>
"'
»
f'
L+ 8
(
f'
™
™
e
g
g
w
o=
G
w
o=
w
w
”'
w
”'
e

b 2a+2b+1
2 n sl
86.
1442
a (64} b (@ g 1
87.
2 {2,4,4,2) b {4 64) o) {16, 16)}
88.
a) b)
YA YA
f(x) = log x
2
: &
> x
q
(x) = log »
crescente decrescente "
90.
1
1
!
1
i
]
I
2
1
1
1
1
1
Respostas dos Exercicios 8:



o1.

92.

94.

95.

97.

a)
b)

c)

a)

b)

<

a)

b)

c)

a)
b)
c)

d

a)

b)

Y d)
e)
Y f)
{xeRI x>-2} d) (xeRl x>2}
{xeRl x<-3 ou x>5} e) {xeRlx>3}

{xelRI x>§ e x#l}

5 34
{xelRl x>§} d) {xelRI 2<xs E}
{xeRRI x>2} e} (xeRl1l<x<2}

{xelRl —% <x50}

{xeRl —9<x<11 ou x#1}
{xeRI -3<x<-2 ou 1<x<2}
{xeRI 3<x<4}

{xeR| -4<x<5}

{xeRl x>-2} c) {xeRl x<-3 ou x>3}

{xelRI %<x<_2}

84

TN -

98,
a) {xeﬂ?'0<’<<%} b (xeRll<x<e}
99.
a) {xeRI0<x<1 ou x22}
b) {xeRI3<x<27}
c) {(xelRI x>9 ou 1<x<2}
d-. . 12}
100. {meRI1l<m<5}
102.
a 1 o 3 g =2
| d -1 il -3
103.
a) c=4, m=0.2012 d c=1, m=0,0032
b) c¢=2, m=0,27% e) c¢=-5 m=0,2361
c) c¢c=-2, m=0,6980 f) c¢=-2, m=0,6198
104.
a) 2,08 b))  -2,92 c 036 d 37
106.
a) (1,77} ¢ (0,69 e {2; 2,32
b (1,54} d  {0,94} f) (2,73}
108. 4 vezes
109. 302
110. 2,5 anos
111.
a) R$1343,92 b) 23,5 meses
Respostas dos Exercicios 85



Exercicios

6. Calcule:

a) 2%, 2° ) 2{(&)"
; 5 3

b

1\ 1 _an
] [Z) .32 a 3 3

10
s (1
23 [5)
Solugao:

£ S A I S .

34

b) e 360 2 35.243
I L

] (3] .32_E.32_2

e 1
d) 58.[ ) =58, (50 = 58 . 510 8-10 -2
) 5 5% (50 = 5. 570 = 5710 57w

2
[2’. [i] ] = (22 (2 = (22,92 = (2 = =256

e)

§ 2m3 . gm 2::: ~ gne3-(m2 _ o1 =%

3 3e4l _ gn - 33l _gn =}3/'(3,_1) i
gn 2" Fd

7. (2P e 2% sio iguais? Por qué?

ALY EeELE ALY RREYL

4083900 RRRRRRRRRE!

10.

11.

12.

13.

w

Calcule
2)iiay
2 a9 &l
e e (3) (2] 3
3
1
b 3.2 i 2 (3]
24 52
2)"’ 2
4 (A 033...)
< 52‘-4‘73: g —53—2-—~—+1
: = R o
& g
a () -
s s
a a 3eomlogntig, 2
am=2 N
+3 ] 843 2a+1
et L o il
) -——2" e (34.3)"1
) M3 _ gme2 _ gmil
Tl aatll e
19 .57

Sendo x = (22, y = 27 ez = 2%, calcule x.y.z.
Sendo 27 =ae 4% = b, calcule 47,
Sendo 2 + 27 = m, calcule 4 + 47

Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso).

a) 10°+10°=1,1.10"

b) 2,32.10°+2,1.10°+04.10°=653 .10

Solugao:

108 + 107 = 10% + 10 . 107 = 10°% . (1+107) = 10 . (1+0,1) =
=11.10% W)

b) 232.10°+2,1.10°+04.10°=23,2.10".10°+2,1. 10" +40.10?. 10°
=232.10°+2,1.10°+40.10"=(232+ 2,1 +40). 10°= 65,3 . 10°

al

Poténcias e Raizes 5



Definigao

Dados um ndmero real a e um numero inteiro n, entao:

a" = a.a .... a, para n>1

B UG
n fatores
onde a" é a poténcia de base a e expoente n.

Temos também:

a’=1
al=a
]
g oW 0
Exercicios
1. Calcule:
a) 2 e (-3 ) 0
b 4: f)y -3¢ i) 30
c) 1‘ g (-2° k) —(-1)%°
d 3 h)ye28 ) (572)°
2. Calcule:
2\ 7\°
@ (3) a (-3) a 0257
1 4
b (—5] ¢ (1,7° h) (©0.6)°
=9 5 5 2 1 4
LE RS R
3. Calcule:
-2
a) 273 d 3! ) —[%)
& ¥
b) 57 9 (32 h) ‘2__2_
1
5)
-3
Q) (-2)2 (i) ey -
h\3 ) 4337

Dé o valor das seguintes expressoes:

a) (0,75 - (0,58

1Y Y 5 o7y’
2(§] +5»[—§] +4.2 +3.(H]
Siipeiot. 3 102 o i 7 DR 0T
d 2(22-27%

210 _36
e TT

1072 10°
10.10*

=

g >3

Sejam os numeros inteiros A = 2%.3*5¥ e B=10".3%. Se o maximo divisor
comum de A e B & 360, calcule x + y.

(am)n = (an)m =2 amn

Poténcias e Raizes - 3



14. Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso).

a) 0,0072=7,2.107

b) 102+10=1,01.107°

o 107-10%=10"

d) 102+10°%+103%=1
e 1,23.10°+0,347.10"-4,68.

Prefixo

Na prética, utilizam-se poténcias

especificas mostradas na seguinte tabela:

10% = 465,32 . 10*

de base 10 com denominagdes

Prefixo Valor Simbolo
atto 1078 a
femto 1071 f
pico 10712 ‘p
nano 107 n
micro 10 p
mili 103 m
centi 1072
deci 107! d
deca 10 da
hecto 102 h
quilo 103 k
mega 108 M
giga 10° G
tera 10" T
peta 10'° P
exa 108 E

VAL

(LR

Observe as seguintes raizes:

V25 -5, pois 550 e 5% = 25
416 = 2, pois 250 e 2% = 16
3-8 = —2, pois (-2)° = -8
Z/ﬁ:o,poi507=0

22 -2 pos(2) - 2
i e T T

Nas raizes de indice par, o resultado & um nimero positivo, por

exemplo: /25 = 5 e ndo /25 = +5, pois o resultado negativo conduziria
a0 seguinte erro:

J25 = 5, pois 52 = 25

J25 = -5, pois (-5)? = 25

Entao 5 = -5, o que é um absurdo.

Definigao
Sendo n (n > 2) um nimero inteiro, chama-se raiz enésima de um
niimero a o nimero b tal que b" = a.

2

Ya =b

\/_ radical, n indice do radical,
aradicando e b raiz enésima de a.

Poténcias e Raizes 7



Para n par nao existe a raiz enésima de um nimero real negativo, por

exemplo, nao existe V=9 , pois nenhum niimero real elevado ao quadrado
tem resultado igual a —9. Assim nao existe §/~1, §/-256 etc. J

Admitindo a existéncia dos radicais, tem-se as seguintes propriedades:

. VYa® = lal, paran par

. Ya" = a, paran impar

o %Yab

. 'J§=%,comb¢0

« fam - @aym

Ya . %6

» Va—"‘=—\/"pa"", p# 0

ARRILRLERIRELTI

(AR

"
—
'
—
-
—
[

Comparando as igualdades:

10

B =a? pois (a2)5 = al0

10
a5 =a?, entdo

10
al® = a5
De modo geral:

P

YaP =a9, comaeR,peZeqelN*

Também tém significado no campo real, poténcias como: 502 ; 31'6;
(ﬁ)0,333m; 2‘/5 ; etc.

Os valores aproximados dessas poténcias sao determinados através de
estudo das fun¢des exponenciais e logaritmicas.

Também sao validas as propriedades vistas anteriormente para as
poténcias de expoente real.

Poténcias e Raizes 9



O sinal de raiz quadrada

Esse sinal vem do latim radix
(significando raiz) e foi usado pela
primeira vez por Leonardo de Pisa
em 1220. O sinal v de hoje, que pode
ser uma distor¢ao da letra R, originou-
se na Alemanha no século XVI.

O sinal de raiz cabica

O simbolo acima, constituido por trés
sinais modernos de radical agrupados,
foiinventado em 1525, pelo matematico

alemaoChristoff Rudolf. O sinal %/_

hoje usado teve origem no século XVII,
na Franga.

Extraido do livro: "As Mateméticas" de David Bergamini e os Redatores da Life - Livraria José

Olimpio Editora - Rio de Janeiro

Exercicios

15. Determine:

3 V6 d -¥i02a 9 {203
b Y27 Eid h o
9 98 " 3o ) 4050001
16. Simplifique:
JE BT 9B D ek
b) Y625 e) ¥6a h) /32400 K y10% - 82
o Y6 nf2* ) Kizme 1 J50+ 5B - V392

m(R2E | o fiss oo ver it

10

17.

18.

19.

20.

Escreva na forma de um (nico radical as expressoes:

a) V3.32.%5
b 32 .%3 .45 .43

Resolva em IR as equagdes:

a) x2-512=0 d x*-2.42x=0
b x¥*+81=0 d x6-3.2x*+4=0
Racionalize os denominadores:
2 5 7
et o7 B v Tl
3 -v2
b) Tz d B -1 f) 273 -
Calcule:
1 fitys
Aliigz o . 85 . L2F
1 1
33,32
2
b g3 f) & 3_%
2 .12
c) 27—3 g) ‘2[1—6_
1 1,25 0,4
4\-3 814, 243
4 (5) ! by 3

Poténcias e Raizes
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Funde Cuca

F, Caminho por pontos.

Partindo de A, sem tirar o lapis do papel, desenhe 4 segmentos
que contenham todos os pontos da figura, sem percorrer duas vezes um
mesmo segmento.

@ L ®
8 ] ®
L} @ @

A

Equagbes onde a incognita aparece nos expoentes das poténcias
chamam-s equagées exponenciais. Sdo exemplos de equacgdes
exponenciais:

2x+2= 16
3x—1 4 3x+2 =84
¥*-2.3*-3=0

Para resolvermos uma equagéo exponencial, além de aplicarmos as
propriedades das poténcias, basear-nos-emos na seguinte propriedade: duas
poténcias de mesma base a, com a>0 e a # 1, sao iguais se e somente se
possuem expoentes iguais. i

Simbolicamente, temos:

a*=a'o x=y

coml#a>0

Agruparemos as equagdes exponenciais em trés tipos para facilitar sua
resolugao.

Funcao Exponencial 13



1° tipo: Equagdes com bases iguais. 22. Resolva as equagdes:

2

diohd
Exemplo 1. 3 grat i Q) 241, 4x2 - gal g & =82
9
Resolver a equacio 2**? = 16. -
i ; : : 35x-7
Devemos decompor em poténcias de bases iguais: b 4‘2‘,‘ 184 ) A ¥ b) 2%'= 256
ox+2 _ 24 9
Igualando os expoentes, temos: ) 2;(24-16 =@ D 2% 3*=36 i) 22 = 256
X+2=4 = x=2 =S={2) 23. Resolva as equagdes:
Ex ; x x 1
emplo 2 @ a) V3 T d) 773 = g23

Resolver a equacao 3*-5%+6 _ 30 &
Decompondo em poténcias de bases iguais, temos: a2

1)y-3 [c3x-6 a1 1 =-1
3xL5x+6 = 30 e i +1+ 2 R
- 9 3 -1
Igualando os expoentes, temos:

by Tty hee 7
x*-5x+6=0=x=20oux=3 =S = (2,3 - Wiz e

9

Exercicios

2° tipo: Equacdes com fator comum.

21. Resolva as equagbes:

Exemplo 1.
48
a) =81 = * .
9 2x =16 - . o Resolver a equagao 3* 1y32-84
iy Colocando as poténcias em produtos de mesma base:
b) 31 f) 3%= =i ode
S y (9) 3*. 37143 .32 -84
x+1 2x
5 7
c) 41=32 g 7% = 3f7 (_] = [_]
% k) 7 5
w3 _ 1 4 ¥*? N
g 57 == h) 9! = 27" ) [~] . [62°)
3 25 16

14

Funcdo Exponencial

15



Colocando 3* em evidéncia, temos:
wf 1
F.31+3)=84 =3 [§+9)=84=>

28 84.3 3
x' = 3x=_ 3x= Fim 2
3 84 = 28 = 9= 3*=3 =

=SX=2 "= 5= {2}

Exemplo 2.

Resolver a equacao 2**! + 2¥ - 2*"1 = 5 transformando as poténcias
em produtos de mesma base:

e S

Colocando 2* em evidéncia, temos:

2%, (2'+1-27) =5 = 2".(2+1—%)=5 =

225225 = 2*=-55—2=> =25x=1 = S=(1)

N

Exercicios

24. Resolva as equagdes exponenciais:
a) 3F+31=4q
b) 2¢1-2%%=_56
o 32371 434 314 332199

d) 51-2 + 51—1 + 5%+ 5x41 PR E
25

16

/

LERRERRRRR R IRRANN S

RRRNRN

2N 2y oyl lag
RH
f) 214 2002 4 3y gy i 3
25. Resolva a equagao:
ox+l | o2 L g3 L o _ g (el 4 3%
Solugao:
oF oly.ox 22,9 2342% 24-5(3%.3! +3)
@'+ 224+2°+29=5(3*@3" + 1)

2%.30=3.20
2oy 20 (E] el g EOTOL )
@ a0 \3) 3

26. Resolva as equagdes:
13
x-1 X x+l (5% Sx—l
2 ¢33 +3 0 (5% + )

B 2.3 eatogio 2
10

(zx = 2x—l 4 2»1)

9 W2+ WEr? - (2 = WBY - (B

3¢ tipo: Equacdo com variavel auxiliar.

Exemplo 1.
Resolva a equagao 9* - 2.3*-3 = 0.

Fazendo 3* =y, devemos ter y>0. Entao 9" = (32%)* = (3%)2 =
Substituindo 3* por y e 9* por y? na equagao original, temos:

Funcdo Exponencial



v, =1 (ndo convem) o _ - o 1 1

y2-2y-3=0 < ? gt 2*?
y?_ =3 7
2 2
Como 3* =y, entao: 9 4¥*2_3 2" =160
o3> x=1 28) Resolva as seguintes equagdes:
snhia Heh 3: 1 7
g - ——=-1 S e TV =—#0
Exemplo 2 qlox 3*-1 3*-5
e .
Resolva a equagdo 27 + e 5. gre2 - 7
2% -1 b o"r2™ 9 d 4" +6°=29

Fazendo 2* =y, temos: 29) Resolva os seguintes sistenas:

DAL

3 y.ly-D+3 _
V+y_1=5 = el ol 243 =11 25* 125" = —
25
gy = e Uy ¥ lor.27% -3
= yh-y+3 e 5 ly-A)= y2—6y+8=0< 4 .
Mg T 3 Solugao:
Paray = 2 temos 2" =2 = x=1 *’
“7 9 Y =11
Paray=4tem052"=4:x=2 a) (i
—— 2t _3 =5
S =112 w—
Somando as duas equagdes, temos:
s 8 : 2"+ 2*=1145
Exercicios p— e
— 2. 2%-16=22=8= 2=22=x=3
27. Resolva as seguintes equagdes: M Substituindo x = 3 na primeira equacao vem:
a) 4-122°432=0 a— Pi+P=112F=3=y=1
b 8% - 12.3"=-27 pp— Joge1 S HBID)
) 5*-5¥*=-24 - 1
d 2+ ox1 4 2% = 2(3+2x+1) M “ 25%.125% = ES_
= #"‘ or (278 -3
e 3% _4 .39 4+3=0 M
[ i Funcio Exponencial J



‘ , 2002
Preparando as bases, temos: area apos 2 meses: 2°m

{52,(.53,. - 52 {52x+3, =52 area apés 3 meses: 2% m?
=

2x a6y _ 2x+6y _ ql = >
il i Sitn = 3 area apds 4 meses: 2% m?
2%+ 3y =-2 5
{—2x+6y= g ot ok g 2

4rea apbs x meses: 2° m

entdo a expressao procurada é y = 27

- ()

30. Resolva os sistemas:

Funcoes desse tipo sao chamadas exponenciais.

5 +7 =8 gl - gy Definigao
4 7 -5%=6 d 130 -2 Chama-se funcao exponencial de base a, a fungéo f(x) = a*, onde
a & um namero real positivo e diferente de um (1 # a > 0), definida para
x4 todo x real.
- et |
Y 2*.3Y =108
b (;] +2' =25 e) 4% 2Y =128 Sao exemplos de fungdes exponenciais:
wiliy = 2" — funcao exponencial de base 2.
9*.27% = l X 1
c) 3 gy i = : i
T Y ( 2] — funcéo exponencial de base 2

e y=(23* > funcdo exponencial de base 2,3

¢ y= (J§ = funcao exponencial de base {3

o y=e* — fungao exponencial de base e

Exemplo lntrodutdrio

Observacoes sobre a restricao de base.

Certo tipo de vegetacdo dobra sua area mensalmente. Estando com
uma area inicial de 1m?, vamos determinar a expressao analitica que exprime
a 4rea y (dada em m?) em funcio do tempo x (dado em meses).

2

1%) A condicao a > 0 garante a existéncia de a* no campo real.

De fato, se a < 0, temos por exemplo:
area inicial: 1m

area ap6s 1 més: 2m?




1

2 Observe que:
(-9)2 = V-9 que nao existe em IR. i

29) A condi¢do a # 0 e a # 1 garante a igualdade de poténcias de + O dominio &¢ R e o conjunto imagem R,

mesma base nao provenientes de expoentes diferentes. 3 , .
e A funcdo y = 2% é crescente em IR, pois aumentando x, os

De fato, se a = 0 ou a = 1, temos por exemplo: correspondentes valores de y aumentam.

0% = 0% e no entanto 3 # 6

14 2*) Quando a base é menor que um e maior que zero (0 <a<1).

17 e no entanto 4 # 7

I

X
Exemplo: grafico da funcao V:(Ej 2

X
Atribuindo valores a x, obtemos os valores de Y = [Ej e temos a

O gréfico da fungdo exponencial apresenta-se de duas formas:

1%) Quando a base & maior que um (a > 1). seguinte representacao grafica:

vA
Exemplo: grafico da funcdo y = 2*.

Atribuindo valores a x, obtemos os valores de y = 2* e temos a seguinte
representacao grafica:

y A

] [ T

)
| '
X ) '
A g4 : b N
1 ' 1
18 . ‘ - '\ -
}g =" : 2 0 v2 .3 1
2 L
2 i
z 2l o Observe que:
\ '
8 1 Al
A ‘ .
TR e O dominio ¢ IR e o conjunto imagem IR,
- - - 1 2 3

2 4

X
e Afungdoy = (5) & decrescente em IR, pois aumentando X, os

correspondentes valores de y diminuem.

22

133333233353031380831444444448 8}
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Grafico da funcao y = a*

O gréfico da fungdo exponencial y = a* tem os seguintes aspectos

a > 1 : funcdo crescente 0 < a < 1 : funcdo decrescente
y A yA
a2
sk
. i
al i
(0,1) : (0,1)
|
; >
o X 0] x x
au < a2z & X <X, an> aue X, < X,

Note que em ambos os casos, a curva intercepta o eixo y no ponto (0,1)

Exercicios

31.

32.

Classifique as funcées em crescentes ou decrescentes:

1Y g

a y=3 d) y=(—] ) y=[l]
3 2

SN ONEEES T
4 3 3

A y=(/5) f) y=4>* i) y=2%

Para valores de k a fungao f(x) = (2k — 6)* é:

a) crescente b) decrescente

24

33.

Classifique as afirmagées em V (Verdadeiro) ou F (Falso):

Rl

a) 23> 26

b 342<3L¢

d) 7J5 > 7‘/E h) (ijz < E
9 3

Esboce o gréfico das seguintes fungoes:

a) y=3" c) y=2¢1 e y= 21"| g y=(2,7¢

_lx —Ex _ix—l _2)(2
b ¥=|2 @ v=|; i g h)y-|—|

Esboce num mesmo sistema cartesiano as funges:

a) f(x) = 2%, hix) =2+ 1

b) f(x):[l] s g(x):[-l—] —2€h(x)=[lj + 2
2 2 2

O crescimento de uma determinada populagao apés t anos a partir de um
instante t = 0 é dado por:

P(t) = P(0) . 3025

—_-

gx) =2"-1 e

onde P(t) indica a populagdo no instante t. Apés quanto tempo a populagéao
triplicara?

Solugao:

P(0) é a populagao inicial, isto ¢, quando t = 0.
Do enunciado: P(t) = 3P(0).

Substituindo na expressao dada, vem:

3P(0) = P(0) . 3%%% = 3%% =3 = 0,25t = 1=t =4 anos

-—-

-
34.
35.
36.

25
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37.

38.

39.

40.

Um automével vale atualmente R$ 10000,00 e desvaloriza 10% ao ano, A
expressao Ut) que da o valor do automével apés t anos é dada por:

t
10
V(t) = 10000 ~(1 - 135] ou V(t) = 10 000 . (0,9)

Pede-se:
a) Qual o valor do automével para t = 4 anos?
b) Apés quanto tempo o automével valerda R$ 8100,00?

¢) Apos 3 anos quanto o carro desvalorizou?

Um empregado estd executando a sua tarefa com mais eficiéncia a cada dia
Suponhaque N = 640 (1-2""%) seja 0 niimero de unidades fabricadas por dia por
esse empregado, ap6s t dias do inicio do processo de fabricagao. Se, para t = t
e N = 635, determine t,.

A lei de decomposicao do radium no tempo t > 0 & dada por M(t) = C.e™, onde
M(t) é a quantidade de radium no tempo t; C, k sdo constantes positivas. Se a
metade da quantidade primitiva M(0) desaparece em 1600 anos, qual a quantidade
perdida em 100 anos?

No crescimento exponencial fit) = c.e", verifique que o valor da fungo no ponto
médio de um intervalo qualquer é média geométrica dos valores nos extremos
desse intervalo.

Solugao:

Seja t,, o ponto médio do intervalo de extremos t, et, Entdo ty =

L

A média geométrica entre
dois niimeros nao negativos

aebé Vab

t, + ty
2

Devemos verificar que f(ty) = Jf(t,) . f(tz)

Temos: ft,) = ¢ .e" e fit)) = c .e"

Entao:

V). fit,) = Jce“l. ce? = ch.ek'l M2 = gfe M)
o 1 1
k _ cA[ek“]Hzllz S 'ek“l*‘Z‘ = flty) = ’f(h) ] f(_tz_)

fity) =c.e 2

portanto:

fty) = JTe,)1(E,)

26
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41. A populagao mundial em 1950 era de 2,6 bilhdes e em 1975 era de 4 bilhoes.
Admitindo o crescimento exponencial, estime a populagao no ano 2000, usando
a concluséo do exercicio anterior.

Inequagées onde a incégnita aparece nos expoentes das poténcias
chamam-se inequacdes exponenciais. Sao exemplos de inequacdes
exponenciais:

g 2x+1 >l
8

1 x-2 1\
3 9
Para resolvermos uma inequagao exponencial, convém lembrarmos

que:

1°) Se afungdo y = a* é crescente, entao:

la>l ‘ a™l<a™2 ﬁx1<x27

2°) Seafuncéoy = a* é decrescente, entao:

|0<a<1 | a"1>a"?2 o x1<x2|

Exercicios

42. Resolver as inequagdes:

1 1 -2 1 X
£rg . [_]. < [7J
a) 3 ) 3 9
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Solugao:

-

al 2x#l > =
) 8

Decompondo em poténcias de bases iguais:
2){01 > 2—3

Como a base & maior que 1, temos:

x+1>-3=x>-4

S={xelR | x> -4}

i)

Base > 1, conserva o sentido
da desigualdade para os
expoentes.

JORO!

Decompondo em poténcias de bases iguais:

G < )

Como a base esta entre 0 e 1, temos:

X-222x =x<-2

S={xeR I x<-2}

X

0 < base < 1, inverte o
s ntido da desigualdade para
¢ 5 expoentes.

28

Exercicios

43. Resolva as inequagoes:

1-x
e 8171 f) (5/1—1),(2",1 <
b) ox% 5 96 9 4*<i
2 2 2/5
1 x+2 1 Sx-1 p 1
@ (&) < () i e
d) (0,8)"‘2“’5 (0,8)3+1) i) 81<3l<243

x2-4
o [%) < goo2

44. Resolva a equagao: 2%*! - 9.2 < _16.
Solugao:
Podemos escrever a equacao da seguinte forma:
2%2-92"2+16<0
Fazendo 2* =y, temos:
2y*- 18y + 16 <0

Resolvendo a inequagao temos:

l<y<8 = 1<22<8 = 2°«2<2% = 0<x<3

S={xelR10<x<3}
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44. Resolva as inequagdes:
a) 3%*1-103"+3<0
b) 2242-52%24+16>0
o 3+3+2518
d 2x-2<8.2%
¢ 2%2_0,75.2"%<1

45. Determine o dominio das seguintes fungdes:

a) fx) = 2" -8 d )= 1

32x _ 1‘
f) fx= 22 - 2"

o) flx)=

1
o) f(x)= —
[ax+2 _ 4>

Funde Cuca

F

Escreva o nimero 1, utilizando todos os digitos.

2

30

3.1 - Introdugao .
3.2 - Sistemas de Logaritmo

3.3 - Propriedades
3.4 - Mudanga de Ba

Consideremos a equacao: 2* = 7

Torna-se impossivel nesta igualdade obter poténcias de mesma
base, mas sabemos que existe um valor real de x que satisfaz esta equagao,
como mostra o gréfico:

Verificamos entdo que x estd compreendido entre 2 e 3. Para
determina-lo com uma certa aproximagao, utilizamos a teoria doslogaritmos.

Funcao Logaritmica 31

T



Com o desenvolvimento da Navegacgdo e da Astronomia, muitos
matematicos ocuparam-se em estudar um processo para simplificar
célculos longos e trabalhosos acarretados por esta evolugao.

Os logaritmos foram inventados POr um rico proprietério rural escocés,
John Napier (1550-1617). O nome "logaritmo”, é a juncdo de duas palavras
gregas “logos” e “arithmos” que significam respectivamente “razao” e
“namero”. Em 1614, Napier publica o livro Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (uma descricao da maravilhosa regra dos logaritmos). O matemaético
inglés Henry Briggs (1561-1631) ao tomar conhecimento dos trabalhos de
Napier, foi em sua casa na Escécia para discutir possiveis modificagdes no
método dos logaritmos, propondo o uso de poténcias de base 10, ja cogitada
por Napier. Apés a morte de Napier, Briggs ficou com a tarefa de construir
a primeira tabela de logaritmos decimais, publicando—a em 1619.

Foram desenvolvidas ao mesmo tempo idéias muito semelhantes a
de Napier, na Suica por Jobst Biirg (1552-1632).

A invencéo dos logaritmos teve um tremendo impacto na estrutura da
Matemitica e na época, solucionou os problemas da Navegacao e Astronomia.

Com o advento das calculadoras eletrénicas, as tabuas de logaritmos
cairam em desuso, mas os logaritmos continuam sendo muito importantes em
diversas 4reas do conhecimento humano.

Definigao
Dados dois niimeros reais positvos a e b com a # 1, chama-se
logaritmo de b na base a, o expoente x que satisfaz a igualdade a* = b,

Indicamos: x=log b
a

Entdo,paral #a>0eb > 0, temos

log, b=xa*=b

Exemplos

. log, 8=3, pois 23 = 8

82z

. lOg77=1,pois 71 =7

b log,, 1= 0, pois 10° = 1

1
. log, ¥2 = %— pois 23 =32

Nomenclatura

logaritmando

T

logEl b=X — logaritmo

\)

base

O nimero real b também é chamado de antilogaritmo de x na base a.

b = antilog, x

Observacao

Para que exista log, b, devemos ter as seguintes condigoes:

b>0e1¢a>01

garantindo a existéncia e a unicidade do expoente x na igualdade

Assim, nao existe, em [R:

log(~8), log30, 1091’3. logp7, log 15, etc
'3
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Solugao:

a)

b)

c)

log,, (2x + 8)

Sendo a base 10 e 1 # 10 > 0, devemos dete
do logaritmo, isto é:

2x + 8> 0 = x > - 4, portanto: /\

S={xelRl x> -4} Existe log, b se:

rminar a condigao de existéncia

logo:S={xelR | x> 3}

52. Determine os valores de x para que existam os seguintes logaritmos:

[ b>0el=a>0 a) loga(x+2) d) log(IxI-2)
log 5
(3x-2)
-1
. b | X
Sendo o logaritmando 5 e 550, devemos determinar a condigao de existéncia ! 09(2)(_6) s ¥ iOg(HB] (2+ X]
da base, isto é:
o i
o) log, (-x*+3x+4) LR

{3x—2>0 = x>g

3x-2#2l= x=1 53. Qual a condigao para que loga[a(xz - 1)] seja um ntmero real?

Fazendo a interseccao dessas duas condi¢cdes, temos:

S:{xelRIx>§ex¢1}

log  (x*-x-6)

n O conjunto de todos os logaritmos dos niimeros reais positivos na bas:

Condigéo de existencia do logaritmando: a (0 < a # 1) chama-se sistema de logaritmo de base a.

x2-x-6>0 O conjunto a seguir, representa o sistema de logaritmos de base 2

[ log2 O,"?»;...;Iog2 7;,..;log2 25,4}

Sao importantes os seguintes sistemas de logaritmos:

1°) Sistema de logaritmos decimais.

Condigao de existéncia da base: E o sistema de logaritmos cuja base é 10.

Henry Briggs mostrou a vantagem de se utilizar os logaritmos n:

base 10.

x=1>0 = x>1
=x>0ex=2

x=1#l=>x22

Fazendo a intersecgao de De @ vem:

Fﬁng:éo Logaritmica 37
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Para x > 0, indica—se loglo X por log x.

Entao

log,]O x= logx

2°) Sistema de logaritmos neperianos.

E o sistema de logaritmos de base e, onde e é o nimero irracional
2,71828...

O nome neperiano ¢ atribuido ao matematico John Neper.

Para x > 0, indica—se log x por Inx.
e

log x=Inx
e

Os logaritmos neperianos, também chamados de naturais, sao
bastante utilizados na area técnica e na Analise Matematica.

Nas calculadoras cientificas, aparecem duas teclas para calculo de
logaritmos: logx e Inx.

Exercicios

54. Resolva a equagao

enix+l) _ 5
Solugao:
log (x+1)
el e =5 = x+1=5=x=4

portanto: S = (4}
55. Resolva as equagdes:

a) ehx-1_g o) e _ 4o

b eh(%‘]=3 d e1~3lnx

X
\I!“‘

56. A populagdo de uma cidade é dada por P = P, e, onde P,to ly\l'lllllm e
habitantes no instante t = 0 e ke IR. Sendo a popu‘facéo no instante t«30 o dalieg

da inicial, obtenha k. Dado ¢n 2 = 0,693.

As propriedades operatérias seguintes facilitam os calculos numéricos
empregando logaritmos.

Admitindo validas as condicdes de existéncia (1 # base > 0 ¢
logaritmando > 0), temos as seguintes propriedades:

12) Logaritmo do Produto

O logaritmo do produto é igual & soma dos logaritmos dos fatores deste
produto.

log_(bc) = |09ab + log_c

De fato:

Fazendo
logb=x = a =b @

logc=y = a =c @

Devemos provar entao que log,(bc) = x+y.
Multiplicando@ e @, temos:

a*.aY=bc = a**"¥ =bc

Aplicando a definicdo de logaritmo, vem:

Ioga (bc) = x+y
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Exemplos:

o 1093 ©.27) =log3 9+ log3 27 = 2+3=5

- log2(32.8.64)=]°92 32+log2 8+log264= 5+3+6=14

o log5 2+log5 3+log5 7=logg(2.3.7) :Iog5 42

i

Nao faca o seguinte erro:

log(7+2) = log7 + log2

pois:

log (7+2) = log9, e

log7 + log2 = log(7.2) = log14

2®) Logaritmo do Quociente

O logaritmo do quociente é igual & diferenca entre o logaritmo do
dividendo e o logaritmo do divisor.

De fato:

loga(%)= logab - logac

Fazendo loga b=x = a*=b @
log,c=y = a’=c @)

b
Devemos provar entdo que loga(f']s X-y
c

Dividindo (D por (2)

40

Aplicando a defini¢ao de logaritmos vem:

log,|—|=x-y
c

Exemplos

2
1og5 (§)= 1og5 2—log5 3
7
. logy, 7 -log, 4= IOQZ[ZJ
lo L log_1l-log_3= -log 3
. gz 3 2 2 2

. log(&,}—gl = log(4.9)-log7=log4+log9-log7
Conseqiiéncia

loQa(%): ]oga l—loga b= “lOga b i LA

log, [-‘1;)= -log,b

Cologaritmo

Chama-se cologaritmo de um numero real positivo numa certa base
a (1 # a > 0),0 oposto do logaritmo desse nimero nesta mesma base.

colog x= -log x
a a
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Exemplo.
—log 2= colog 2
3 3
3?) Logaritmo da Poténcia.

12 caso — Poténcia no logaritmando.

O logaritmando da poténcia é igual ao produto do expoente pelo
logaritmo da base da poténcia

log,b* = a.log,b, coma e IR*

De fato:
Fazendo
o _ X _ o
loga b%=x Za*=b @
e

| = v

og_ b=y = a’=b ®
Devemos provar entédo que x = o . y
Substituindo (2) em @ , temos:

a*=@")* = a*= a® = x=o.y

Exemplos

5_ =
. log33 —5logs3—5

log 2

1
° logS \E:log5 22 = »

N |-

+ log,128=log, 27 = 7log, 2=7

42

2° caso - Poténcia na base

O logaritmo cuja base & uma poténcia é igual ao produto do inverso
do expoente da base pelo logaritmo dessa base.

1
log g b= Elogab, combe R*

De fato:

Fazendo

long=x = @Py=af=b @
a

log b=y = a’=b @

1
Devemos provar entao que x= B y. Como @ = @ , temos:

Y

|-

af*=a% = B.x=y = x=

Exemplos

1 1
. 2= —log 2=~
log23 3 %9, 3

1k
5= Ilog 35= 2log3 5

2

. 5=1
logJ5 og

w
Nl

) 1
o log,, 5= '0954 - Zlogs S_Z
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199990990830830809 9144444448884



Exercicios

57. Decomponha os logaritmos a seguir, utilizando as propriedades.

58.

59.

60.

3 log,(63) ) log, 52

b) log,(579) 9 log 2
35

9 1og§ h) log, 243

d) logl1,33 ) log 72
A

o 1093% i 109913‘214

Se log2 = 0,30 e log3 = 0,47 calcule:

a) logb e) log25
9 logh h l°gm0 2
c) logl5 1

a og - 12
d) log72 h) log yﬁ

1

=)

Sendo log 2=ae logm 3=b, determine log % - log 60 em funcio de
aeb. ; "

Sendg a, b e ¢ nimeros reais positivos, escreva na base 2 o desenvolvimento
logaritmico da expressao:

_fw?
Ve

X

1999980808888 888 33 84414 ELETTIT

61.

62.

63.

Solugao:

Temos:

3, 2
log_ x = log, bl _ log, ®fa.b?)- log, Ve =

Je
1 1 1 1
i 3 2 _ 2 = = -=
Mlogza + logzb log, c 3 .logza - 2logzb 2 logzc

Sendoa, b, ¢ e d niimeros reais positivos, escreva na base 10 o desenvolvimento
logaritmico das seguintes expressdes:

a® Vb

a) x=+a.b%.c d ¥y= P d
LD T
s e = od
e )y Babra
L= Y="200d

Determine a expressao cujo logaritmo decimal é:

a) logx = %UOQ[(b+C)+Iog(b- ¢)-2logb+1]

b) log, A=2log, !+%log5 3-2og 2

o] 1093 Vi —1+log37t+2 log Rk log3 h

Aumentando um nimero x de 16 unidades, seu logaritmo na base 3 aumenta de
duas unidades. Calcule x.

Solugao:

Do enunciado vem:
loga(x+16) = 2% log3 X

L 2
loga(x+16)— Iog3 3% log3 X

log, (x+16) = log (%) = x+16=9x = x=2=S=(2)
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Determine dois numeros positivos cuja soma é 5, tais que a soma de seus Também podemos garantir a existéncia dos logaritmos verificando as solugées

logaritmos na base 6 é igual a 1. encontradas:
Temos:
A diferenca dos logaritmos na base 2 de dois niimeros a e b, nesta ordem é 1
Determine esses nimeros sendo o seu produto 8 2
x-1 x-1 o) x“ -x 1
logg xX|==-1 = L X o= 2T = = - =
oo 1 ) ; X+ 2 X+ 2 x+2 2
O pH de uma solucéo & definido por pH =log| — |, onde H* & & concentragéo
de hidrogénio em forma de jons-grama por litro de solugao. Determine o pH de Xy = - l
uma solugdo onde H* = 1,0 . 1078, 5 2
= 2x*-3-2=0
Sejam x e y niimeros reais positivos, mostre que a igualdade log(x+y) = logx + logy X =2

¢ verdadeira se e somente se: 1 + d =5 F. i
x Verificando vem:

Resolva as equagdes: 1 1 . ) . 1 -
. paa x=-—=log x = 1092 —— | que nao existe, entao x = _E nao
2
a) log_(x+1)+ log (x—5) = 4 2 2
< & convém

x-1
b) 1092 2+logzx=—1 - .

X+ e parax=2= log, [—;—é = logy i logyx = log, 2, logo x =2 & solugao.

X
Solugéo:
portanto S = {2}
a) log2 (x+1)+ logz(x»S) =4
69. Resolva as equagbes:

Devemos inicialmente garantir a existéncia dos logaritmos. Assim:

a) logx =1 + log3

x+1>0 = x> -1 o S5 ,
x=-5>0 = x>5 X b) Iog2 (x2-1)=3
Aplicando a propriedade do produto, temos: ) log (x+3) = log2x + log5
log 2(x+1}(x—5)=4 = (x+1)(x-5=16 = d) log, (x +2)+log, (x - 2)=3
x, = -3 (n&o convém) ) 1094 I+ 1 +log4 9 log‘(2x—2)
=x*-4x-21=0
x,=7 70. Resolva a equagao log, (3x + 7) - log,(x*- 1) = 1

portanto: S = (7}

x-1
2x+2

b) log +logzx=,1
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71.

72.

Solugao:
Aplicando a propriedade do quociente, temos:

3x+7 3x + 7
logz(ﬁ)=l = Xz—l =2 =

=3x+7=2%%-2 = 2x°-3x-9=0

Verificando vem:

logz (3x+7)= log 2[3(—§J+7:| = log

N w

® para X = ~ 9 5
2_ 1= 2l =
Iogz(x 1) = IogZ [4 1)— Iog2 2

logz(3x+7) = 1092(3.34-7): log2 16

i3
* porax { log, (2 ~1) = log (3% -1) = log, 8

Como os logaritmos existem, entao _% e 3 sao solugdes.

Resolva as equagdes:
a) 1092(2x+3) - logz(x—1)= 3

b) log(x? —3x+2) - log(x — 2) = log (8 - 2x)

2
c) 1093 (x+2) + colog3 5x~7)= loga(x—sj

Resolva a equagao l0922 X— Iog2 x2-8=0.

48

1383090020000308 800 0144444448404)!

73.

Solugao:
Devemos ter x > 0

Aplicando a propriedade da poténcia, vem:
2 e

log 2xf2]og2x—8 =0

Fazendo log A X=y

yV-2y-8=0

Entao: y, =4

° log2 Xx=-2 = x=

° logzx='4 = x=16

Portanto:

Resolva as equagdes:

a) logzzx—log2 x2 -3=0

b) log®, x - 15log_ x? +16=0
o) 2log®(x+1) - logx+ 1) -4 =0

d) |0533 X - l::vg3 x2=0

74. Resolva o sistema:

2logx+3logy = 7
4logx — logy =0

Funcao Logaritmica

49



50

75.

Solugao:
Multiplicando a 2® equagao por 3 e somando na 1%, temos:

2logx + 3logy =7
12logx - 3logy =0

1l4logx = 7 = logx=
Substituindo x na 2® equagao vem:
4Iog\/_16—logy =0
logW10)* = logy = y=(/10)* = y=100

Portanto: S = ((4/10,100)}

Resolva os seguintes sistemas:

2logx — 3logy = -8
al S5logx - 2logy = -9

Iog x+|og y=1
4x—3y-

Iogx + logy =1
<)

24-0)'
log,(2x +y) =1

Mudanga de Base

Como vocé encontraria 1092 3 usando uma calculadora onde sé

existem as teclas @ e IE' ?

A principio torna-se impossivel efetuarmos esta operacdo sem

mudarmos este logaritmo para a base 10 ou para a base e.

Vamos muda-lo, por exemplo, para a base 10, da seguinte maneira:

10923=x = 2% =3, entao:

log2* =log3 = x.log2 =log3 = x=1—o!;3
log2

Ficou facil encontrar agora esta valor.

Propriedade

Sendo a, b e ¢ niimeros reais positivos, com a e ¢ diferentes de 1, tem-se:

_ log.b
logab =
og,

log b
Fazendo log, b = x, devemos provar que x= l <
a
c
Temos:
log b=x = a*=b = ]ogca"=logcb = xlog a = log b
c c
log b
= C
log. a
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log b
De fato: log b= bl 1
a logb a logb a

Exemplos

12  Escrevendo ]og2 7 na base 3 fica:

1
log. 7= lOQEI - Exemplo: ]og5 2=—"—
2 log. 2 log2 5
3
2°  Escrevendo log, 5 na base 10 fica: oo
¥ Exercicios
log5 ; :
log 6=—— 76. Escreva os seguintes logaritmos na base c.
4 log4
a) log75, c=8 d) |og64, c=e
2 lo 9 ica:
3 Escrevendo log i na base e fica b log 10, c=3 I
2 Jz 8
2
c) | 5,c=2 f) 3 ,c=5
e 92 8% _m9_ w9 _ o o kgl
gl - s 1 lnl In1-In2 In2 z
2 4 e 2 2 77. Transforme num sé logaritmo:
Observacoes 1
log 3 log—
12) Podemos apresentar a mudanca de base da seguinte forma: a) 5 ) 2l
|0956 3log2 + log4
log,b.log.a = log_ b
ga gc gc b) [0925+|0926 e) log32.lc>953
Ic>g2 10
22)  Como conseqiiéncia da mudanga de base, temos: Vol
C)__og_3__ f) log 4.log 5.lg 6
1 2+log 4 5 3 4
log b= 3
a Iogba
78. Sendo x um nimero real positivo e diferente de um, mostre que:
NPT S T
log x log x log x x
8 3 4
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Solugao:

Aplicando-se a conseqiiéncia de mudanga de base, temos:

8.3
log,8 + log, 3~ log, 4 = logx—4- = log, 6

Satisfeitas as condigdes de existéncia, prove que:

1 1 1

— %
log, b log.b  log, b

1
Sendo log,b=1+2x e log,b—xz |

, calcule x.

Dado logz 5 = a, calcule em funcéo de a log%‘

Solugéo:
1 1o mp
s log Y40 303,40 3log, (B5) _
bl = log,10  log,(2 .5 log,2 +log,5
1

_(log223+log25) %(3+a) o 58

W

T+log,5 1+a 3@+1)

Sao dados: log;s 3=a e logg 2 = b obtenha log,3 em funcéo deaeb.

Sendo log2 = a e log3 = b, determine:

3 log, 20 9 log, 144

we
b log 27 d log 3 0

log k
Mostre que l_—.—l: =1+log m-
o a

ma

Mostre que 1)'1371;(7 =e",

54

19993099383383188 3831481

86. Resolva as equagdes:

a) logzx-»- logsx =8
b) log (x+2).log 2=1
4 x
i 2
<) log2 Xii= log& X + logx 2
87. Resolva os sistemas:

=3

1

!

og2x+log 5
a) y

x+y=6

log4x+logsy=3
b) 16x -y =0

21032x+logly=4
c)

2
%y = 28

~ Funcéo Logaritmica

Introdugao

Vamos determinar a inversa da funcdo y =2*. Para isso, troca-se
X e y entre si e isola-se y.

Entao:
y:2"=>x=2"’:>y=1092x.
Assim, observamos que a inversa da fun¢éo exponencial y = 2* é a

funcdo y = log_ x chamada funcdo logaritmica de base 2.
9,

Atribuindo alguns valores para x, encontramos os pontos da fungao
exponencial y = 2% e trocando as coordenadas desses pontos, obtemos os

pontos da fungao logaritmica y = logz X que é a sua inversa, como mostra

a tabela a seguir.
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X y=2" Ponto Ponto da Inversa
1 1 1
_ 2 = -
% 8 ( 3’ s) [s ]
1 1 1
- = B eoll
* 1 ( % 4) (4 J
69| 6
= 2 ( "2 2
0 1 (0, 1) (1,0
1 2 (1, 2) (2, 1)
2 4 (2, 4) 4, 2)
3 8 (3,8 (8, 3)

Graficamente, temos:

Y.

X
Da mesma forma, afuncéoy = log1 X é inversa da funcéo v =(5] :

2
A seguir, temos a tabela para alguns valores atribuidos a x e os
respectivos graficos.

56

1L
ST agesceceettty

X = [%Jx Ponto Ponto de Inversa
-3 8 (-3, 8) (8,-3)
=2 4 -2,4) (4,-2)
iy 2 -1, 2) (2,-1)
0 1 (0,1) (1,0
1 1 1
i 1= -1
5 | [3) ()
1 1 1
i R s
2| ¢ | [2d) (&7
1 1 1
3 8 (=:3) 3

r-ealy

Funcao Logaritmica
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ondea & um nimero real positivo e diferente de 1 (1 # a > 0) definida para
todo x real positivo.

Definicao

Chama-se fungiio logaritmica de base a, a funcéo f(x) = log X

Sao exemplos de fungdes logaritmicas:

e y= Iog2 x > fungo logaritmica de base 2.

1
« Y= 1og1 x = funcdo logaritmica de base 3

3
e y=logx S fungo logaritmica de base 10.
o y=Inx - fungéo logaritmica de base e.
Consideracoes

O gréfico da fungéo logaritmica ¥ = lOQa X tem os seguintes aspectos:

a > 1: funcao crescente 0 < a < 1: funcd@o decrescente

v

1999309309318388 8039 14444444841 81

Note que:
¢ O dominio ¢ IR, e o conjunto imagem ¢ IR.
« Em ambos os casos, a curva intercepta o eixo x no ponto (1, 0).

e« Paraa > 1, a fungéo & crescente em IR, pois para

x1<x2<:~|ogaxl <l°9a"2. Vx.% € Ri ‘

.

e Para 0 <a <1, afuncdo é decrescente em R+", pois para

X; <X, © log,x; >log,x,,V X, Xp € lR:_ ]

Exercicios

88. Faca o gréfico e verifique se a fungéo é crescente ou decrescente nos seguintes
casos:

a) f(x) = log3 X b) f(x) = log, x

89. Faga no mesmo sistema cariesiano, os gréficos das fungdes f(x) = logz(x -le
glx) = log, (x+1).
Solucao:
Deslocando o gréfico da fungdo y = [og2 X, temos os gréficos das fungdesfeg,

como mostra a representagdo a seguir:

glx) = log 5 (x+1)
#(x) = log,(x-1)

y=logx
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90. Faga num mesmo sistema cartesiano, os gréficos das fungdes f(x) = log 5 (x-2)

e glx) = log_(x+2), dando o dominio e o conjunto-imagem z
1

91. Classifique em Verdadeiro (V) ou Falso (F):

a) log, 7>log, 5 d) log, 02> log, 001
2 2
o 165 Lalea 2 o log 5slog 2
53 55 01 01
c) log 72log 9 f) log _5<0
1 1 V2

z
92. Determine o dominio das fungdes:
a) yv= Iogﬁ(4x+8)
b) y =log (x? - 2x - 15)
g y=log _(3x-5)

d y= logl (Bx +1) +1og‘ (2x - 4)
2 z

e) y=llog{x-3)I

| 36 I_ _ Inequagtes Logaritmicas |

Inequagdes onde a incognita aparece no logaritmando ou na base
chamam-se inequagdes logaritmicas

Sao exemplos de inequagdes logaritmicas:

. log5(3x+5) >log5(2x—1)

. logl (2x-3)< -1

60

1999999809989389981444444443340!

Para resolvermos uma inequagéo logaritmica, convém lembrarmos q

1%) Se afungio y=1log x é crescente, entdo:

a>1 log,x; < log,x; & X1 > Xy

2°) Se afungio y=log x é decrescente, entio:
a

|
! O<a<l | log,x; >log,x, & x,<x2]
L | |

Exercicios

93. Resolver as inequagdes:
a) logs (3x + 5) > logg (2x -~ 1)
b) log: (2x-3) < -1
z
Soluglo
a) log,(Bx+5) > log, (2x-1)

Condicao de existéncia:

1

3x+5>0:x>—§

2x-1>0 = x>%, enraox>rl ()
2

Como a base & maior que 1, temos
J+5>2%-1= x>-6 @

Fazendo (D N (D), vem
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b log (2x-3)s -1
1

2

Condigao de existéncia:

2x-3>0 = x>3 @
2

1
2

G
log (2x-3) < Iogl[fJ = log (2x~3) < log 2
1 )
z z 2 :

Como a base esté entre 0 e 1, entso:
x=322 5 %23 @
p

Fazendo (D) A (), vem:

®n

[
S:ixe’Rleg}

94. Determine os valores de x que verificam as desigualdades:

a) log (2x+3) <log (5x~2)

b) log, (x~2) 2 log_(3x-4)
L 1

190000800000 RRRRRRIRATTARTRERIN)

95.

96.

o) log,(3x+1)<0
d) log (5x - 10) 2 -1

4
e 10944(“1) 2 Iogﬁb(z-—l)
Resolva as inequagdes:
a) log(x?-2x+ 1) <2

1
b) log(x2+x—2]2—21095

x-2) <1

¢) log, (x=3) + lo

d log (x+4)-log, (x+4) < 1

Resolva as inequagdes

a) log 3 > log 4

(2-3x) 7 “(2-30 5
b) log [Iog‘ xl 20

1

3 3
Solugao:
a) 2 5o -

Sz-307 ogms‘) 5

3 < 4 e :1 > 23
7 e a5 8,305

Entao verificamos que a base esta entre 0 e 1, logo:

0<2-3x<1l = -2<-3x<-1= é<x<§.

Asilm-S={xE\R\§<x<§}

Funcao Logaritmica
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97.

s

Lembrete

X< X, = log_x; > loga X,

paraO<a<1

b) los;[bg\ x} 20
3 3

Condicao de existéncia:

x>0
log,x >0 = log; x >log;1 = x<1 a
3 3 3

entdo devemos ter: 0 < x < 1.

Assim:

log [log x| 2log 1 = log x €1 = log x< log
1 1 o 1

1
5 8
3 3
1
= X 2 =
3@
Fazendo @ m@, vem:
S={xeRI l5x<l}
3
Resolva as seguintes inequagoes:

a) log 7 2 log

c) log  (logq(x* = 5)) >
(3x+5) ]

(3x+5)
3

7 2
b) log < log

“la-2x) 3 “a-2%) §

'E

98.

99.

100.

Determine x que satisfaz as desigualdades:

a) 3 logx + log (2x + 3)® < 3 log2

1 1
) — 4+ ———>1
lnx*log e—l>

Resolva as inequagdes:
2
a) log®, x - logzx 20

b) log? x—4log3x+ 3<0
5

< Iogzé(x—l)+ 3log; (x-1)>0
2

d log® (x-1)50

&
5

Determine m para que a equagao x2 — Qﬁx+ log,(m-1) =0 admita raizes
reais.

~ Logaritmos Decimais

Como encontrar log40?

Partindo do principio de que todo nimero real e positivo esta
compreendido entre duas poténcias consecutivas de base 10, temos:

10! <40 < 10% = logl0" < log40 < log10? = 1 <log40 <2
Se log40 esta compreendido entre 1 e 2, ele é da forma:

logd0 = 1,...

Numa calculadora (com aproximagdo de quatro casas decimais),
encontramos logd0 = 1,6021



0,6021

\ 4

log 40 = 1,6021

Este nimero é formado de uma parte inteira chamada caracteristica
e uma parte decimal chamada mantissa. Entao:

caracteristica: 1

log40 = 16021 = 1 + 0,6021
mantissa: 0,6021

Generalizando, para x € IR; e c inteiro, temos:
10°<x < 10°"! = log10° <logx <log10°*! = c<logx < c+1, ou seja:
logx =c+m,ondec €Ze0<m< 1 comm € R,

onde ¢ é a caracteristica do logx, e m a mantissa que pode ser obtida
numa tabela ou numa calculadora.

Logaritmo de um niimero entre 0 e 1

Na calculadora encontramos log 0,0258 =-1,5884 (com aproximagéo
de quatro casas decimais), isto é:

log0,0258 = -1,5884 = -1 + (-0,5884)

Somando (-1) na parte inteira e 1 na parte decimal, para escrever este
logaritmo de uma forma que mostre a mantissa, temos:

10g0,0258 = -1 + (-1) + [1+ (- 0,5884)] = -2 + 0,4116.
Entdo escrevemos: log0,0258 = é. 4116, onde a barra sobre o
nimero 2 indica que apenas a parte inteira é negativa.

Esta forma de representar o logaritmo de um ntimero é chamada
forma mista ou forma preparada, em que, aparecem claramente a
caracteristica (onde indica~se -2 por 2) e a mantissa (0,4116).

66
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Exercicios

101. Dé a caracteristica dos seguintes logaritmos:
a) log732 b) log65,4 c) log0,0021
Solugao:
a) log732

Como 10% < 732 < 103, temos:

2 < 10g732 < 3, entéo log732 = 2,... e portanto a sua caracteristica & ¢ = 2.
b) log65,4

Como 10! < 65,4 < 102, temos:

1 < log65,4 < 2, entao log65,4 = 1,... e portanto a sua caracteristica & c = 1.
¢) log0,0021

Como 107 < 0,0021 < 107, temos:

-3 <log0,0021 <-4, entdo log0,0021 =-3 + m e portanto a sua caracteristica
éc=-3

102. Obtenha a caracteristica dos logaritmos:

a) logl2 d) log0,254
b) log537,1 e) log0,017
c) log6891,36 f) log0,002346

103. Dé a caracteristica e a mantissa dos logaritmos:
a) logx = 3,2012 d) logx = 0,0032
b) logx = 1,2796 e) logx = 52361

o) logx =-1,3020 f) logx = 2,6198

104. Sendo logl2 = 1,08, determine:

a) logl20 9 log 312
0 12 d
b) log0,00 ) log‘/E 100

105. Resolva a equagao 2* = 5, com aproximagao até milésimos. Dados log2 = 0,301.
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Solugéo:

2*=5 = log2* = logb = xlog2 = logd

A0
<o logb i) o y o log10 -log2
log 2 log2 log 2

1-0301 _ 0699
=m0 D072 pien
0,301 0,301 '

S = (2,322}

106. Resolva as equagdes a seguir, com aproximagao até décimos

a) =7 c) =2 e 2%-9.2°+20=0

b) 5 =12 d 2*-7=0 f) 3*1-3*=40
Dados log2 = 0,301, loge = 0,434, log3 = 0,477 e log7 = 0,845
107. Digitando o m’:mero. 7 numa calculadora, quantas vezes devemos pressionar a
tecla “log" para que acuse erro no visor?
Solugao:
Como 10° < 7 < 10%, entdao 0 < log7 <1 = log7 = 0, m (1® vez)
Sendo 102 < 0,m < 107}, entao -2 < log 0, m < -1 (22 vez)

Como o log0,m & um niimero negativo, ao pressionarmos a tecla log pela 3* vez,
aparecera a mensagem “Erro” no visor, pois néo existe logaritmo de numero
negativo, logo devemos pressionar a tecla “log” trés vezes.

108. Digitando o nimero 88888888 (oito oitos) numa calculadora, quantas vezes a
tecla “log” precisa ser pressionada para que aparega a mensagem de erro no
visor?

109. Sendo log2 = 0,301, quantos algarismos possui 0 nimero 210009

110. Daqui a t anos o valor de um automével sera V = 2.000. (0,75) délares. A partir
de hoje, daqui a quantos anos ele valer4 a metade do que vale hoje?

Adote log2 = 0,30 e log3 = 0,48

111.Dizemos que um capital esta colocado a juros compostos se no final de cada
periodo financeiro o juro adquirido é incorporado ao capital, rendendo juros
novamente. Determine a expressao que indica o montante (M) produzido num
capital inicial C num periodo financeiro (n) com uma taxa (i)

2900008203800 0714404440800

Solugao:

Temos: Capital inicial: C

Montante: M
Taxa: i
Periodo: n
Entao:
12 periodo: Capital C e juro: C . i

Fim do periodo: C + C . i = C(1+i)
2° periodo: Capital C(1+i) e Juro: C(1+) . i
Fim do peric:lo
C(1+i) + C(1+i).i = C(1+) . (1+) = C(1+)?
32 periodo: Capital C(1+i)? e Juro C(1+i)2i
Fim do periodo
C1+i)2 + C(1+i)%0 = C(1+)? . (1+) = 1+

Para o periodo n, vem:

112. Um capital inicial de R$ 1 000,00 ¢é colocado a juros compostos & taxa de 3%
ao més. Pergunta-se:

a) Qual o montante daqui a 10 meses?
b) Em quanto tempo dobraré o montante?
Use log1,03 = 0,0128
log1343 = 3,128
log2 = 0,3010
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Funde Cuca

O ano da invengao da imprensa por Guttemberg tem 4 algarismos.
O algarismo das dezenas é metade do das unidades; o das milhares é igual
ao excesso do das centenas sobre o das dezenas; a soma dos 4 algarismos
& quatorze e, aumentando o numero de 4905, obtem-se o niimero escrito
na ordem inversa. Em que ano foi inventada a imprensa?

F4
Depois de n dias de férias, um estudante observa que:
e Choveu 7 vezes, de manha ou a tarde.
o Quando chove de manha nao chove a tarde.
e Houve 5 tardes sem chuva.
e Houve 6 manhas sem chuva.

Determine n

70

1990000000210888000919934444340014

)

a)

16
16

12
8

)=

N

9
h)

d)

e)

=1

e)

d)

81 i 0
-81 o1
-32 k-1
-32 ) 1
1 g) 0,0625
2,89 h) 0,216
25 1
16 L 7Y
1 4
3 Qg - 9
2
9 h) 5
27 16
64 b3
225
8 g 1
5
107
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10.

11,

12,
14.

15.

3

Nao, pois (2°2=25¢ 23% _ 99

a 9
b) 12
27

<) 2
a) 3
b) 2

923

a?

b

m?-2
a)
b)) V
a) 6
b)) 3
o -2

e)

)

d)

ol

d)

d)

e

N oae

-4

21z

[SIES

g 4
e 7
e V
g 1
3
o4
) 5
i) 0,1

i

[
.

17,

18.

19,

20

a)

b)

e)

a)

b)

a)

b)

a)

b)

22 f)
5‘:’/[5 g
2 h)
9 )
48 ]
§/540
1254 37,53
V= (£1642}
V= {-3¥3)
243
3

2
1
3 Cl
4 d)

D |

N W

c)

K 6
) 22
m) 4
n) 4
o0 V=1{0v2)
d v = §2)
5.§4% ) 765 -42)
4 & 3
J6+1)
3(2+1) ot E
G 51 19
e o 9 gm0
h 33 h 27
-Ré;;()s"{as dos Exercicios 73
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a)

b)

c)

d)

22.

a)

b)

d)

e

25

a)

o)

¢

24,

a)

)

c)

74

(1}
{4}
{3

g

h)

d)

d)
e)

f)

-1}

{0, 3}

{31
-1}

i) x =4
cak
i) =3
ik
k) Sag
s
1) B

LAERARERRARAREEARRRRIARNTARNRAAN| A

26.

27.

28.

30.

31

32.

a)
b)

a)

b)

c)

d

2

b)

a)

b)

a)
b)

c)

a)

(2}
{3}

{2, 3}

(1, 2)

{0}
{2}

{0, 1}

{0, 1}

-1, 4}

crescente
crescente

crescente

<)

d

d)
e
f)

c)

9

c)

d)

{4}

{42}

{2}

119
{[-7: Z)} 9 (2 3)

decrescente g  crescente
decrescente h)  crescente
decrescente i) decrescente

f(x) & crescente @k>z,kelR
2
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f)

Respostas dos Exercicios

R$ 6 561,00
R$ 2 710,00

2 anos

e
a)
b)
c)

35.
37
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nw\v e Ax
i A*
O

E

¥

3

o

3

©

Y
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o) © B T T w
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38.

39.

41.
43.

45.

46.

14

P—{ﬁ

1

6,2 bilhdes aproximadamente

a)

b)

<

d

e)

a)

b)

<)

e)

a)
b)

c)

{xeRI x>5)

{xeRI x<-4 ou x24}

3
e
{xelR x<4}

1 3
{erRl —§<x<§}

{xelRI-2<x<-1)

{xeRl —1<x<1}
{xeRl x<0 ou x>2}
R

{xelRl x<2}

{xelR| x<0}

(xelRI x23}
R - {2}

{xelRI x>~1}

] da quantidade inicial

il R

7
) {xelR|x<~5-}
h) (xeRIlx20}

i) {xeRI3<x<4}

d (xe[RI'x>4}
e R

f) (xeRI x20}

tr e eee ety -

47.

49.

50.

52.

a) log,16=4 e)
b) log;9=2 f)
g
log; —=-2
c) °97 79 )]
I =-3
s )
1
a -3 d
1
b) 2 e)
et a f)
M, =100M,
a) {xeRI x>-2}
7
b) {(xeRI —2—¢x>3)
c) {xeRl -1<x<2 e x#1}
d) {xeRl x<-2 ou x>2}
e) {xeRl —=3<x<-2 ou x>1}
) {xem|%g¢x>$

9
logs —=2
3 16
logy; 0,001=3

logﬁ 242=3

logy331=0

-le4d

16
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53.
55.

56.
57.

58.

59.
61.

x<-1 ou x>1, xelR

1
B

a)

0,0231
a) logs 8 + logs 3
b)  log, 5+log, 7+log, 9
c) log2 - log3
d -2 +logl33
e) log,4 + logzm - log;9
a) 077
b 0,70
e) LT
d 184
5a - 4b
1
a) EIoga+2|ogb+logc
1
b) loga + Elogb - 3logc
<)

e

e)
f)
g9
h)

1#a>0, aclR

g

h)

1,40
0,075
2,14
-0,056

loga + %logb + %logc - logd

(2}

oo

(3

80
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62,

64.
65.
66.
69.

71.

73.

d) 3loga+%logb -élogc - logd
1 1 1 1
= = w2 s
e) 2 loga + 7 log b 2Iogc 2logd
f) —éloga+log(b+c)'2—-1092—logd
{ 2_ 2 2
a x= Loﬁ’gz.c_) g e Irx\:3 h
23
A=
b) 2
2e3
a=4 e b=2
8
a) (30} d (243}
b (-3, +3} e {3}
3
c) 3
11
a) 6 b (3} c {2}
1 9
a) {E' 8} o) {—E 99}
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